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Introduction générale

Les enjeux de la recherche sur les écoulements littoraux

L’action de la mer sur le littoral peut prendre différentes formes: submersion, recul
de la cote ou engraissement des plages. Ces phénomenes naturels sont dus a la dégra-
dation chimique, biologique et/ou mécanique des matériaux qui constituent le littoral.
Néanmoins, ce phénomene touche les facades maritimes de facon inégale en fonction des
types de cotes.

Les cotes peuvent étre classées en trois catégories: les cotes rocheuses, les plages de
sable (ou de galets) et les cotes formées des sédiments cohésifs. Toutes les cotes sont
sensibles a 1’érosion mais leur évolution permanente est plus ou moins rapide en fonction
de la rhéologie qui les caractérise. Les cotes rocheuses, de par leur résistance mécanique
a l'action de la mer, évoluent sur une échelle de temps “géologique” tres longue (quelques
milliers années). Les cOtes vaseuses se caractérisent par la présence, dans le sédiment, d’une
fraction fine suffisamment abondante pour assurer la cohésion de ’ensemble, de sorte que
les particules ne peuvent répondre individuellement aux actions des houles et des courants.
Ces cotes évoluent de maniere globale sur une échelle de temps également assez longue. Les
plages de sable sont constituées de particules indépendantes qui répondent rapidement aux
sollicitations hydrodynamiques, il en résulte des mouvements a moyenne échelle spatio-
temporelle correspondant a 1’échelle de temps “sédimentaire” (quelques jours).

L’érosion du littoral s’observe partout dans le monde, et a certains endroits elle est
aggravée sous la pression des activités humaines. La France, qui a un important linéaire
de cotes (plus de 5 500 km en métropole, et pres de 2 000 km pour les DOM-TOM) est
particulierement concernée. Au total, pres du quart du littoral francais est affecté. La
localisation de 1’érosion est présentée schématiquement dans le tableau 1 et on constate
que les cotes sableuses sont particulierement concernées.

Les corps sableux sont facilement attaqués et déformés par 'action de la mer et ils



Tableau 1 : Localisation de l’érosion en France; selon CORINE éro-
sion cotiere / IFEN (2001), [29].

Facade Erosion confirmée Observée principalement sur

(en % du linéaire cotier)

Manche / Mer du Nord 30 % 50 % des plages

28 % des cotes rocheuses

Atlantique 24 % 48 % des plages

Méditerranée 11 % 36 % des plages

changent de forme en permanence a des échelles spatio-temporelles tres variées, depuis
I’échelle du trait de cote jusqu’a celle des rides de sable ou encore de quelques années
jusqu’a la période du clapot soulevé par le vent. De ce fait, le comportement des plages
est encore mal connu. La recherche sur les écoulements littoraux doit alors apporter une
expertise pour favoriser 'aménagement durable des cotes et la protection du littoral.
Dans le cadre de cette these, on souhaite contribuer aux recherches sur le couplage
entre I’hydrodynamique cotiere et le transport sédimentaire pour mieux comprendre la
formation des barres sous marines et I’évolution des bancs de sable sur les plages a moyen

terme.

Les spécificités régionnales

Ici, le littoral aquitain est choisi comme zone d’étude privilégiée, on 1'utilise alors pour
fixer certains ordres de grandeur.

D’abord, on considere que la plage est essentiellement constituée de sable (le diametre
moyen est de 'ordre de 200 pum). L’action de la mer déplace ces particules sédimentaires
a la fois sur le fond par charriage et en suspension dans la colonne d’eau. Ce transport de
sable contribue a déformer la plage. En plus des systemes de bancs de sable et de chenaux

de vidanges, appelés systémes barres et baines (figure 1), qui apparaissent de manieére
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assez réguliere tout au long du rivage dans la zone intertidale et dont la longueur d’onde
moyenne est de 'ordre de 400 m, on observe des barres immergées en forme de croissant
un peu plus au large (figure 2) dont la longueur d’onde moyenne est de 'ordre de 1000 m.
Meme s’il est difficile de s’en rendre compte en une journée, la plage est véritablement
en mouvement et les bancs de sable évoluent en permanence (la vitesse de propagation
parallele a la plage d'un systéme de barres est de l'ordre de 2 m/j) (Lafon et al. (2000),
[74]).

Ensuite, on distingue deux phénomenes hydrodynamiques majeurs qui contribuent de
maniere directe ou indirecte au transport sédimentaire et a fagonner la plage: les vagues
et la marée.

Les vagues sont générées au large des cotes par 'action du vent a la surface de 'eau.
Il en résulte un mouvement essentiellement ondulatoire des masses d’eau transmis de
proche en proche et controlé par la force de gravité. Le plus souvent, lorsque le vent
souffle, la surface de I’eau s’agite pour former la mer du vent tandis que loin de la zone
ventée, le mouvement des vagues s’organise en ondulations régulieres et cohérentes pour
former la houle. En arrivant sur les cotes la profondeur d’eau diminue et la houle se cambre
progressivement jusqu’a former des vagues déferlantes. Les vagues déferlantes représentent
le processus hydrodynamique prépondérant sur la plage (amplitude moyenne de I'ordre de
1.5 m). Cependant, comme la zone de déferlement des vagues est tres liée a la profondeur
d’eau, la marée orchestre les effets de la houle en définissant le niveau moyen du plan
d’eau.

La marée est un large mouvement des masses d’eau a 1’échelle océanique dont les oscil-
lations sont entretenues par l'attraction des astres qui entourent la planete, pricipalement
celle de la lune et du soleil. En Aquitaine, les effets de la marée se réduisent principalement
a une variation semi-diurne du niveau moyen de la mer (le marnage de vives-eaux est de
l'ordre de 5 m) et les courants induits par la marée sont tres faibles (de I'ordre de 1 ¢m/s)
par rapport aux courants induits par les vagues (de l'ordre de 1 m/s) (Castelle (2001),
[22]).

Les interactions entre les différentes échelles spatio-temporelles font que la houle joue
un role déterminant dans I’hydrodynamique littorale. A I'approche des cotes, la houle
change de forme et, en arrivant continuellement sur la plage, donnent naissance a un cou-
rant de dérive moyen parallele a la cote (longshore current). On observe également un

courant de retour dirigé vers le large dont I'intensité est souvent plus faible (undertow).



Figure 1 : Photographie aérienne de la plage du Truc Vert lors de
la campagne du PNEC-ART7 (18 octobre 2001).

barres snbtidales

Figure 2 : Mise en évidence des barres en croissant dans la zone
subtidale a partir d’images SPOT; DGO/UMR 5805
EPOC.



Les bases de la modélisation

Les écoulements en milieu littoral se caractérisent par une grande variété de phéno-
menes hydrodynamiques et sédimentaires qui interagissent a des échelles de temps et
d’espace tres diverses.

La notion d’échelle spatio-temporelle est fondamentale, car on n’a pas les moyens
expérimentaux, analytiques ou numériques de traiter I’ensemble des processus a toutes
les échelles. Ce sont les échelles prépondérantes du phénomene physique qu’on souhaite
étudier qui permettent de guider le choix vers un modele ou une paramétrisation particu-
liere. Par conséquent, chaque composante du modele morphodynamique doit s’attacher a
décrire des mécanismes avec une finesse d’échelle compatible.

On constate aisément sur les plages que la vitesse des courants (de I'ordre de 1 m/s) est
tres grande devant la vitesse de déplacement des bancs de sable (de 'ordre de 2 m/j), par
conséquent 1’échelle de temps hydrodynamique est tres petite devant 1’échelle de temps
sédimentaire. Cela signifie que pour étudier la dynamique d’'un banc de sable, il faut
intégrer les effets hydrodynamiques rapides au cours du temps jusqu’a obtenir une échelle
de temps des phénomenes hydrodynamiques intégrés compatible avec celle du mouvement
des bancs de sable.

D’une maniere générale, les échelles temporelles et spatiales sont tres liées. Par exemple,
un processus a petite échelle spatiale se produira sur une petite échelle de temps tan-
dis que les mouvements sur une plus grande échelle de temps s’étendront sur de plus
grandes échelles spatiales. Cependant, dans de nombreux phénomenes physiques, les pe-
tites échelles et les grandes échelles interagissent: des mouvements a grandes échelles
peuvent se dégrader pour former des mouvements a plus petites échelles, tandis que 1'in-
tégration au cours du temps d’une dynamique a petite échelle peut engendrer une dyna-

mique a plus grande échelle.

Aujourd’hui, au travers des lois générales de la mécanique, on dispose des équations qui
gouvernent les écoulements des fluides et des particules solides. On peut donc modéliser
les écoulements relatifs a 'hydrodynamique cotiere et au transport sédimentaire.

Les modeles mathématiques sont issus des lois de conservation a la base de la méca-
nique des fluides et de la mécanique du point: les équations de Navier-Stokes et le principe
fondamental de la dynamique. Des premiers résultats numériques sont obtenus en ce qui
concerne la propagation des vagues, le déferlement en 3D sur des plages, ou la sédimen-

tation de plusieurs particules dans un écoulements fluide. Cependant avec ces techniques,
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on est tres loin de pouvoir obtenir une représentation des courants cotiers sur un temps
suffisamment long pour décrire le mouvement des bancs de sable sur une plage.

Alors, que ce soit du point de vue de la physique pour mieux comprendre 'influence
de chaque phénomene séparément et leurs interactions mutuelles, ou du point de vue
du calcul scientifique pour résoudre correctement les équations en limitant le temps de
calcul et 'espace mémoire, on aborde la représentation de ’hydrodynamique cotiere et
du transport sédimentaire par des modeles simplifiés mais représentatifs des principaux

phénomenes que 1'on veut analyser.

Démarche suivie

Une part importante des connaissances sur la morphodynamique sédimentaire est issue
des recherches appliquées au milieu fluviale mais on trouve aussi une abondante littérature
sur le sujet directement dans domaine cotiers et littoral (Fredsoe et Deigaard (1992), [52];
de Vriend et al. (1993), [37]). On peut également citer d’autres travaux de synthese tels que
les intercomparaisons de modeles de morphodynamique cotiere européens réalisés dans le
cadre du projet G8M Coastal Morphodynamics Research Project (Nicholson et al. (1997),
[92]).

Les collaborations universitaires permettent d’exploiter les compétences du laboratoire
de Modélisation Avancée des Systemes Thermiques et Ecoulements Réels (MASTER) de
I'Ecole Nationale Supérieure de Chimie et de Physique de Bordeaux (ENSCPB) en ma-
tiere de modélisation numérique et celles du Département de Géologie et d’Océanographie
(DGO) de I'Unité Mixte de Recherche (UMR) CNRS Environnements et Paléoenviron-
nements OCéaniques (EPOC) en ce qui concerne la modélisation physique et les expéri-
mentations sur les plages d’Aquitaine.

L’objectif de cette these est de proposer une modélisation mathématique et numérique
de la morphodynamique des corps sableux en milieu littoral pour simuler I’évolution de
la forme d’une plage de sable sous 'action de la houle et des courants.

Pour répondre a ces attentes, on présente dans le chapitre 1 la modélisation mathéma-
tique phénomenes hydrodynamiques. Par rapport a 1’échelle horizontale des bancs de sable,
le courant sur la plage s’assimile a un écoulement en milieu peu profond. D’autre part,
I'intégration temporelle du mouvement des vagues permet de représenter I’effet moteur des
vagues sur le courant moyen (forgage du aux contraintes de radiation) (Longuet-Higgins
(1970), [80]). De ce fait, 'hydrodynamique littorale est représentée par un écoulement

bi-dimensionnel horizontal (2DH) intégré sur la verticale et moyenné sur “la période” de



la houle (Mei (1989), [83]; Svendsen et Putrevu (1996) , [128]).

Le chapitre 2 est consacré a la modélisation mathématique des mécanismes de trans-
port sédimentaire en milieu littoral. A partir des courants moyens et des caractéristiques
des vagues, le transport sédimentaire total est évalué pour représenter aussi bien le char-
riage sur le fond que la suspension dans I’écoulement. Les flux de sédiment sont déterminés
par des formules semi-empiriques, exprimées en fonction des variables hydrodynamiques
moyenne et des caractéristiques du sédiment (Bailard (1981), [8]). Une fois que 'on connait
le transport sédimentaire sur la plage, I'intégration de la loi de conservation du sédiment
au court du temps permet de déterminer 1’élévation locale de la bathymétrie. En fait,
cette équation de continuité modélise de nombreux phénomenes controlant la morphody-
namique des formes sédimentaires ( Engelund et Fredsoe (1982), [46]). Dans des conditions
d’écoulement spécifiques, en décomposant la loi de conservation du sédiment en fonction
des variables hydrodynamiques associées, on parvient a identifier des mécanismes “ondula-
toires” de la dynamique sédimentaire. Ce modele des ondes de sable non-linéaires permet
alors de mieux comprendre les effets induits par les courants moyens sur le mouvement,
la déformation et les instabilités des corps sédimentaires ( Saint-Cast et al. (2001), [112]).

Ensuite, on présente la discrétisation des modeles précédents pour résoudre numeéri-
quement des configurations d’écoulement naturel complexe. Le chapitre 3 est dédié a la
résolution du modele hydrodynamique. Pour étudier la dynamique des corps sableux, on
doit se placer a I’échelle de temps sédimentaire. On est alors amené a chercher une solution
quasi-stationnaire des courants moyens forcés par les vagues. Pour cela, on a développé une
méthode numérique implicite en volumes finis sur maillage décalé (non-collocatif) d’ordre
deux (Hirsch (1988,1990), [62], [63]). Cette méthode originale est basée uniquement sur
la résolution des deux équations de la quantité de mouvement horizontale. L’équation de
conservation de la masse étant couplée numériquement, cela permet donc de se ramener
a la résolution d’un grand systeéme linéaire creux a 9 diagonales (Saad et Van der Vorst
(1999), [111]).

Le chapitre 4 concerne le traitement numérique de la loi de conservation du sédiment.
Le modele des ondes de sable introduit dans le chapitre 2 ayant permi de mettre en
évidence la nature hyperbolique de I'équation de conservation du sédiment, le choix des
techniques de résolution du modele d’évolution du fond se porte sur des schémas numé-
riques explicites robustes permettant d’obtenir des solutions irrégulieres au second ordre
et sans oscillations numériques parasites (Yee (1987), [151]; Jiang (1998), [69], [68]).

Enfin, par 'intermédiaire du couplage des modeles décrits précédement (figure 3), on
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Figure 3 : Architecture du modeéle morphodynamique.

présente dans le chapitre 5 les premieres applications du modele a la morphodynamique
d’une plage d’Aquitaine (Saint-Cast et al. (2002), [113]).

Les apports de ces travaux de recherche

On peut distinguer plusieurs contributions de ces travaux de recherche dans le domaine
de I'océanographie littorale, de la mécanique des fluides et de la modélisation numérique.

On a entierement réalisé le logiciel capable de simuler les courants moyens induits par
la houle et d’obtenir la morphodynamique sédimentaire associée. Ces travaux permettent
de proposer une méthode de couplage numérique originale pour faciliter la résolution du
modele hydrodynamique et obtenir les premieres simulations de courant moyen sur les
plages d’Aquitaine. De plus, le modele des ondes de sable permet de mettre en évidence
des éléments clés pour comprendre les mécanismes de transport sédimentaire a 1’échelle
des bancs de sable. Il permet également de traiter numériquement 1’évolution du fond
comme une équation d’advection-diffusion. Ce modele ayant un domaine de validité res-
treint, on propose une méthode numérique alternative pour résoudre directement la loi de
conservation du sédiment.

Des simulations morphodynamiques ont été effectuée sur une bathymétrie idéalisée du
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littoral girondin présentant une barre pré-littorale immérgée. Les résultats de simulation
montrent que ces bancs de sable subtidaux en forme de croissant jouent un roéle important
dans le faconnage du haut de plage, car ils controlent fortement les zones de focalisation
de la houle, et la ligne de déferlement des vagues sous laquelle la plage est souvent en
accrétion. De plus, a marée basse, les barres en croissants contribuent a stabiliser de larges
circulations des courants moyens qui, par la dynamique sédimentaire qu’elles induisent,

favorisent la stabilité des barres elles-mémes.
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Chapitre 1

Modélisation mathématique des
courants moyens induits par les

vagues

1.1 Introduction

Sur les plages d’Aquitaine, lorsqu’il y a des vagues, on peut facilement voir les mou-
vements d’eau rapides qui y sont associés. De plus, on remarque 'existence d’un courant
moyen qui balaie la plage du nord au sud. En restant plus longtemps sur la plage, on
constate également la variation du niveau moyen de la mer associée au mouvement de la
marée.

Ces constatations mettent en évidence que I'hydrodynamique littorale est régie par
des processus a des échelles spatio-temporelles tres variées. La figure (1.1) montre une
classification des mouvements de 1’eau et de leur échelle de temps respective.

Sur les plages que 1'on souhaite étudier, I'énergie de I’écoulement d’eau est principa-
lement fournie par les vagues. Elles jouent un réle important sur ’écoulement littoral,

puisque ce sont principalement elles qui donnent naissance aux courants moyens (figure
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Figure 1.1 : Echelle de temps hydrodynamique en milieu littoral.

1.2). On observe par exemple que les vagues obliques a la cote génerent des courants de
dérive paralleles au rivage (longshore), tandis que I'apport de masse engendré par des
vagues frontales est équilibré par un courant de retour perpendiculaire a la cote (under-
tow). Ces courants peuvent étre canalisés vers le large par le relief de la plage pour former
des courants sagittaux (rip-current).

Il peut aussi se former des mouvements a basses fréquences que 1'on appelle ondes
longues (annexe A). La modulation d’amplitude des vagues et le cisaillement des courants
moyens permettent d’expliquer en partie leur existence. Les phénomenes liés a la marée
peuvent étre pris en compte en faisant varier le niveau moyen du plan d’eau. Dans la suite,
on s’intéresse uniquement a la génération des courants moyens par les vagues.

Dans ce chapitre, on définit la modélisation mathématique intégrée des courants moyens
en milieu littoral permettant de prendre en compte I'effet moteur des vagues. Tout d’abord,
I’écoulement est considéré comme un milieu peu profond. On peut alors définir les cou-
rants bidimensionnels horizontaux (2DH) intégrés verticalement sur la profondeur d’eau.
On integre également le mouvement des vagues dans le temps pour obtenir le mouve-
ment moyen. Au terme de ces intégrations, on est amené a paramétrer certains termes
du modele de courant comme la contrainte de frottement sur le fond et la dissipation des
courants moyens. De méme, la modélisation du champs de vitesse des vagues permet de

déduire les forces motrices du courant moyen.

1.2 Obtention du modele de courant moyen 2DH

Sur les plages, les échelles de longueurs horizontales sont tres grandes devant 1’échelle
verticale représentative de I’écoulement (figure 1.3). De ce fait, méme si localement la dy-
namique peut étre tridimensionnelle, en moyenne elle est faible devant les mouvements ho-
rizontaux moyens. L’hypothese de base du modele hydrodynamique des courants moyens
repose donc sur I'approximation des milieux peu profonds. Ainsi, I'intégration selon la

verticale entre le fond et la surface libre des lois qui gouvernent 1’écoulement 3D permet
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Figure 1.2 : Schématisation des courants moyens induits par la

houle.

d’obtenir une représentation satisfaisante de I’hydrodynamique cotiere en milieu peu pro-
fond. Cette situation permet de justifier I’hypothese de courant moyen uniforme selon la
verticale. Les principales variables représentatives de 1’écoulement deviennent la hauteur
d’eau et les débits horizontaux.

En fait, les vagues présentes sur la surface libre de ’écoulement engendrent une oscilla-
tion complete de la colonne d’eau. Pour en dégager 'effet moyen, on est amené a intégrer
les équations du mouvement dans le temps sur une durée permettant de couvrir le spectre
des vagues. Ainsi, la double intégration spatio-temporelle des lois qui gouvernent 1’écou-
lement 3D conduit a des lois de conservation 2D pour les variables moyennes avec des
termes supplémentaires permettant de modéliser les vagues. On obtient ainsi le modele
de courant moyen 2DH (Mei (1989), [83]; Svendsen (1996), [128]; Bonneton (2001), [15]).

1.2.1 Représentation de I’écoulement et ses interfaces

Le mouvement des masses d’eau dans les écoulements avec une surface libre peut
étre modélisé en suivant les lois de la mécanique des milieux continus. Les équations
de Navier-Stokes pour un fluide incompressible décrivent en 3D 1'équilibre dynamique

entre I'inertie d’un volume élémentaire de fluide et les forces qui s’exercent dessus. Pour
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Figure 1.3 : Représentation de [’écoulement littoral comme un mi-

lieu peu profond.

décrire plus simplement 'obtention du modele d’écoulement 2DH, la direction verticale
et le plan horizontal sont distingués. Pour cela, la vitesse verticale dans ’écoulement
est notée w avec la coordonnée verticale z, tandis que les composantes de la vitesse
horizontale sont notées u; (i = 1,2 ; u; = u, ug = v) avec les coordonnées horizontales
(=12 z1=x, ys =v).

On considere que la masse volumique p du fluide est constante. L’hypothése d’incom-

pressibilité du fluide se traduit par:

an aw
R il (1.1)

Les équations de conservation de la quantité de mouvement dans le plan horizontal (i=1,2)

sont données par:

) (8u7; N Ju;u, N auiw) _ Jojj n 073 (1.2)

ot Oz, 0z Oz, 0z

et I’équation de conservation de la quantité de mouvement dans le plan vertical est donnée

par:
ow  dwu;  Ow? 0 013,  OTss
— — ) =——(P — 4 = 1.3
p(@t o, T az) AR R r % (1.3)
avec 0;; = —PJ;; + 7;; les composantes du tenseur des contraintes dans le fluide. Le

terme 7;; est I’élément général du tenseur des contraintes de viscosité lié a la déformation
du fluide. PJ;; correspond aux contraintes de pression qui sont les seules présentes en
'absence de gradients de vitesse (fluide au repos ou en mouvement de translation global).

La pression hydrostatique est définie par:

by = pg(Zs — 2)
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ou Z, représente le niveau de la surface libre représenté sur la figure (1.4). Implicitement on
suppose que la pression atmosphérique est nulle (P,(z = 0) = 0). La pression dynamique

est alors définie par:

p:P—Ph (14)

A
7

Figure 1.4 : Schéma de définition des variables hydrodynamiques;
(— — —) position de la surface libre moyenne aprés

intégration de la houle.

Le fluide s’écoule entre deux interfaces naturelles (Z,) supposées imperméables a
I'échelle de I'écoulement: le fond (Zy) et la surface libre entre l'air et 'eau (Z,). Chaque

interface est définie comme une surface continue et monovaluée suivant z:
Tz, y,2,t) = Z(z,y,t) —2=0 (1.5)

Les normales unitaires sortantes aux interfaces sont définies par:

e V@) Y (1.6)
IVl IVl

L’hypothese de non fragmentation des interfaces se traduit par I'égalité de la vitesse

normale du fluide a linterface avec vitesse normale de 'interface. On obtient ainsi les

conditions limites cinématiques des équations de Navier-Stokes:

07, o7, -
St [uj]ZS—axj — [w]z, =0 (1.7)
02, 07,

o ke ot~ fulz =0 1)

ou on note [f]z,, la valeur d’une fonction f sur sa limite verticale supérieure en z = Z; et

[f]z, la valeur de f sur sa limite verticale inférieure en z = Zj.
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1.2.2 Intégration spatio-temporelle des équations de Navier-Stokes

Les équations de Saint-Venant sont obtenues en intégrant les équations de Navier-
Stokes (1.1), (1.2) et (1.3), suivant la verticale entre le fond et la surface libre. Pour
obtenir chaque terme, la regle de Leibniz est utilisée. Elle permet de décomposer la dérivée
d’une intégrale en l'intégrale de la dérivée plus un bilan des contributions des bornes de
I'intégrale:

Zs

D(f)dz=D (/ S fd2> +fl2, D(Zy) = [f]z, D(Z) (1.9)

Zy Zy
pour f dérivable.

En milieu littoral, le courant est fortement influencé par la présence des vagues. Comme
le montre Bonneton (2001), [15], méme si la répartition de 1'énergie dans le spectre fré-
quentiel n’est pas toujours tres marquée, on considere qu’elle permet de distinguer le
domaine fréquentiel des courants moyens et le domaine fréquentiel de la houle. Dans ce
cas, on définit 'opérateur de moyenne temporelle par:

_ 1 t+T/2
fit) = & / F(t)dt (1.10)
T Ji—r)o

ou T est la période d’intégration permettant de couvrir le spectre de la houle.

Définition du courant moyen

Par analogie avec la décomposition de la vitesse dans un écoulement turbulent, ici, la
vitesse instantanée de I’écoulement est définie comme la somme d’une vitesse moyenne
uniforme suivant la verticale (courant moyen U;) et d'une fluctuation de vitesse liée a la
houle (@;) (Phillips (1977), [103]):

ui(x7y>zat) = Uz(%%t)"‘ﬁz(%y,%ﬂ (111)

En considérant que la vitesse varie peu selon la verticale (figure 1.5), on suppose que

le courant moyen est donné par la moyenne temporelle de la vitesse instantanée:
ui(z,y, 2, t) = Us(z, y, 1) (1.12)

Ceci implique également que la moyenne temporelle de la vitesse fluctuante est nulle

partout dans 1’écoulement:

ai(‘rvywzvt) =0 (113)
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par contre le débit moyen des vagues associé est non nul et donné par:

Q, = B iz (1.14)
Zy

En premiere approche, I'hypothese de milieu peu profond permet de justifier que le
courant moyen est indépendant de la profondeur. Cette hypothese est bien adaptée dans
la partie de la colonne d’eau immergée en permanence z € [Zy, Z, — %H ], o H est la
hauteur des vagues. Cependant, dans la zone z € [Z, — 1 H, Z, 4+ $H] cette définition est
mal adaptée.

Par ailleurs, Svendsen et Putrevu (1996), [128] proposent une décomposition qui tient
compte de la variation verticale du courant moyen maes les relevés expérimentaux pré-
sentés sur la figure 1.5 n’en montrent pas la nécessité absolue.

Dans la suite, on utilise la décomposition (1.11) avec les propriétés (1.12) et (1.13)

pour définir la relation entre le débit total, le débit apporté par les vagues et le courant

moyen:

p—u—q—l.'..r|| ——— —— —|I P —— ==l — _1I
IRTEA CASET , 1 LERLE CasL |
Kol Tl L Lt 4 5
wii 81 F.EG= | e [ =s0.77 z {'_.
® 1 . i
s ] : { :_ { -
- —i i e m
e i o B
Ui
s T 1 v I e L '-I‘_"|'|
CASEE ' CasE? * CasEn . EasLa
o TR EfSe " i T (I ] F 1
a0, A v, AR® =0i. 39 i0. 50 .E"f
. |F|
- . & ®
- “' .-l
e n . IR R, || W ¥ v — |
- Rl I S et R i 0
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Figure 1.5 : Profil du courant de retour mesuré dans la zone de
déferlement pour une plage plane de pente 1/30; selon
Okayasu et al. (1988), [96].
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Conservation de la masse

On introduit la hauteur d’eau totale:
h=2,—-Z

et on définit le débit d’eau horizontal:

Zs
Qj = / Ude

A T’aide de la relation (1.9), I’équation de continuité (1.1) intégrée sur la verticale devient:

o vt (il G2 = ol ) = (s S =l ) =0 (110

L’application des conditions limites (1.5) et (1.7) permet de simplifier (1.16). Si on ap-

plique 'opérateur de moyenne (1.10) on obtient I’équation de conservation de la masse :

5 " o 0 (1.17)

Conservation de la quantité de mouvement horizontale

a. inertie

Apres intégration du membre de gauche de 'équation de la quantité de mouvement
(1.2), on obtient :

00 0 (%
_ . 1.1
9=t o, /Z,. pustidz (1.18)

G représente I'inertie totale moyenne de la couche d’eau comprise entre le fond et la surface
libre.

Si on développe la partie intégrale du terme d’inertie (1.18), on obtient:

Zs B _ _ Zs
Zy Zy
Or en exploitant la définition du débit total (1.15), on a:
71’ ;i 7 ~ A ézé
Qf]:iM%+w@+%@+ B] (1.20)
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En identifiant les équations (1.19) et (1.20), on en déduit I'expression de I'inertie moyenne

de ’écoulement:

Qi 0 QiQ; 0 ézé] /ZS o
= = e = s 1.21
A

L’inertie moyenne de 1’écoulement s’exprime sous la forme d’une inertie moyenne totale
associée au débit moyen total ) plus une correction d’inertie due aux vagues. Le terme A
représente 'inertie de la colonne d’eau liée au débit total (). La premiére partie s’assimile
a laccélération de la couche de fluide due & la variation de son champ de vitesse Q/h
dans le temps dans un repere eulérien fixe; c’est 'accélération dans un champ homogene
instationnaire. La seconde partie correspond a la variation de vitesse de la couche d’eau
dans un repere mobile entrainé par I’écoulement ; cette accélération est présente méme

dans un champ de vitesse stationnaire.

b. bilan des forces

L’intégration du membre de droite de I’équation de la quantité de mouvement (1.2)

conduit a:
0 Zs aZf 07,
R = 8—91:] /Zf (—=Pé;; + 1;5)dz + ([aij]zfa—xj - [Ti3]Zf) - ([Uij]Zsa—xj - [Ti3]Zs) (1.22)

Le premier terme représente la résultante horizontale moyenne des contraintes induites
par le fluide sur la colonne d’eau, tandis que les deux autres termes entre parentheses
représentent les contraintes horizontales appliquées aux extrémités de la colonne d’eau.
Il y a continuité des contraintes a travers les discontinuités de contact. Par conséquent
sur 'interface Z,, le vecteur contrainte du fluide [7.77*] 7, doit s’équilibrer avec le vecteur
contrainte du milieu extérieur T* = [0%.11%] z,. La projection horizontale de cette relation

est donnée par:
03]z, 15 + [Tia) z.m3 = T IV (Z) | (1.23)

Sur la surface libre, la contrainte totale extérieure imposée par les conditions atmosphé-

riques 717 permet de déduire:

aZs 5% s
]z~ — |mslz, = —TIIVE)| = -7 (1.24)
L
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Sur le fond, le cisaillement Tif est imposé par les conditions hydrodynamiques et la rugosité

du fond:
07 -
[rij)z, 2L — [ralz, = =T/ |V (Zp)|| = =7 (1.25)
Ox;
La moyenne temporelle de la contrainte horizontale au fond est donnée par:

) 1. %%

0Z;
([O-ij]zfa—xj - [Ti3]Zf [ ]zf B i

En générale, la pression dynamique moyenne au fond est négligeable devant la pression

hydrostatique moyenne, on en déduit:
— 04y - 07
= h
P12 5, Py

o -0Zy 0 (1 -,
——

B

Le terme B représente les forces de pression hydrostatique; cette contrainte normale existe

méme en absence de mouvement du fluide, elle est directement proportionnelle a la hauteur

d’eau et a la pente de la surface libre.
Le bilan total des contraintes devient:
0 Zs 0 Zs _07
aﬂfj /Zf J Z+0x] /Zf TJ i Py aﬂfl
o (1 -
+ “pgh?) + 7 — 7 (1.26)

En rapprochant les relations (1.21) et (1.26), on obtient la loi de conservation de la

quantité de mouvement 2DH:
o) 9.0, 97. 105.. 10T. = #
j poxr; paor;  p P
c D E

avec:

_ Zs 1 _ iii.

7 2 h
Zs
(1.29)

— 0
Ty=a [ md
J 0:17]- /Zf Tj :
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La modélisation de la quantité de mouvement moyenne 2DH en présence des vagues
est donnée de maniere exacte par (1.27). Cette représentation differe du modele de Mei
(1989), [83], car elle inclut les effets des débits apportés par les vagues comme le préconisent
Svendsen et Putrevu (1996), [128], et Bonneton (2001), [15]. Le courant moyen (/) est
alors défini a partir de la relation (1.15), comme la somme du courant au sens de Mei

—

([7 Mei) €t du courant de compensation (U ):

S
I
|

et

>
D‘l| Ll

U= Usei + ﬁ avec  Uppe; = (1.30)

Le terme C représente le forcage moyen induit par la houle, ainsi que les autres phé-
nomenes de plus petite échelle de temps comme la turbulence associée aux vagues. Les
tensions de radiation (.S;;) données par la relation (1.28) sont & I'origine de ce forgage, elles
représentent 1'exces de quantité de mouvement induit par le mouvement des vagues. Ces
tensions moyennes induites par la houle ont permis & Bowen (1969), [18], Longuet-Higgins
(1970), [80], et Thornton (1970), [136], de progresser significativement dans 'analyse des
courants longitudinaux dans la zone de surf. De plus, ces tensions de radiation incluent
une partie des contraintes turbulentes générées par la houle. Des lors, a partir d’une bonne
description du champs de vitesse de la houle, on est en mesure de décrire le forcage des
courants moyens induit par les vagues.

Le terme D représente l'intégration des contraintes visqueuses dans la colonne d’eau
et comme le terme C il contient une partie des effets de la turbulence. Mei (1989), [83],

montre que ce terme est tres souvent négligeable devant les tensions de radiation. Le terme

E représente le bilan des contraintes appliquées aux interfaces de la colonne d’eau.

1.3 Paramétrisation et fermeture du modele

Le modele de courant moyen 2DH est basé sur la loi de conservation de la masse (1.17)
et la loi de conservation de la quantité de mouvement (1.27). Ce modele intégré dépend
principalement des quantités moyennes de 1’écoulement mais il fait aussi apparaitre des
termes plus complexes qu’il faut modéliser. Dans cette partie, on précise la modélisation
de la contrainte de frottement au fond par I’approche de Soulsby et al.(1993), [123]. On
présente surtout une modélisation spécifique de la houle nécessaire a la fermeture du
probleme, puisqu’il faut déterminer le champ de vitesse u. Celle-ci présente la méthode

d’obtention des tensions de radiation a I'aide du modele de houle REFDIF développé par
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Kirby et al. (1994), [72]. Enfin, on décrit la paramétrisation de la diffusion latérale adoptée

pour “filtrer” les instabilités du courant de dérive.

1.3.1 Modélisation des contraintes aux interfaces de 1’écoule-

ment

Dans le cadre de cette these, on suppose que la contrainte a la surface libre entre
I’atmosphere sur le fluide est nulle:

7 =0 (1.31)

7

En réalité, le cisaillement lié au vent peut générer des courants importants. Pour pouvoir
en tenir compte, il est nécessaire d’inclure une paramétrisation en fonction du vent et de
I’état de la mer.

La contrainte horizontale sur le fond s’apparente a une contrainte de cisaillement. Elle
est décrite en fonction des caractéristiques de 1’écoulement et des propriétés du sédiment.
Il est important de noter que le fond sableux joue le role d'une interface imperméable
entre deux milieux continus. Par continuité des contraintes, la contrainte appliquée au
modele de courant est également appliquée pour déplacer le sédiment.

On présente la modélisation de la contrainte au fond dans ’annexe B. De nombreux
modeles tentent de définir la contrainte de frottement sur le fond en présence de courant et
de houle. Le point commun entre ces modeles est d’exprimer la contrainte de frottement
pour chacun des mécanismes sous une forme quadratique de la vitesse de ’écoulement
au fond. La paramétrisation de la contrainte de frottement retenue ici est celle de la
contrainte combinée houle et courant donnée par Soulsby et al.(1993), [123]. Ce modele

de frottement s’exprime en fonction de la vitesse moyenne de 1’écoulement:
7l = pCy | U||U; (1.32)

ou Cf est I'équivalent d'un coefficient de frottement global. Il prend en compte les effets
combinés de la houle et du courant suivant la paramétrisation (B.31).

Dans certaines applications, le modele de Soulsby surévalue les effets du frottement.
C’est pourquoi on utilise le modele simplifié de Liu et Dalrymple (1978), [79] et James
(1974), [66]. 11 s’agit de l'approximation “courant faible” (weak flow), dans laquelle on
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suppose que le courant (Upye;) est petit et presque normal & la vitesse orbitale de la houle
(Uw):

— 2 -
7= —pCtUpUnprei avec Cy = 0.015 (1.33)
T
Ce modele est également utilisé par Wind et Vreugdenhil (1986), [149], pour étudier le

développement des courants sagittaux au voisinage des structures.

1.3.2 Modélisation de la houle et des tensions de radiation

Les vagues sont générées par 'action du vent sur la surface de I'eau. La durée et la
distance sur laquelle le vent a soufflé ont une incidence directe sur la hauteur et la période
des vagues qui arrivent sur le rivage. En général, plus la période des vagues est longue et
plus la tempéte qui lui a donné naissance est éloignée. Par contre, lorsque cette période
est courte les vagues semblent désordonnées; le vent est proche.

On a mis en évidence dans le modele de courant moyen 2DH des termes représentatif
des effets moyens induits par la houle: les contraintes de radiation et le courant de com-
pensation. Pour fermer le modele de courant, il est donc nécessaire de connaitre le champ

de vitesse fluctuante des vagues (u;(x,y, z,t)) introduit en (1.11).

Comme le courant, le mouvement des ondes de gravité est régi par les lois de conser-
vation de Navier-Stokes. Cependant, il existe plusieurs approches pour obtenir le champs
de vagues. On peut citer les modeles de type Boussinesq, Madsen et al. (1997), [81], les
modeles spectraux décrits par Booij et al. (1999), [17] ou encore les modeles potentiels
Guignard et Grilli (2001), [59]. On a choisi un modele de réfraction/diffraction basé sur
le modele de Berkhoff parabolisé développé par Kirby et al. (1994), [72].

En dehors des régions de grands gradients de vitesse et de forte vorticité, les effets de
diffusion visqueuse sont négligeables. La cinématique des vagues est alors souvent décrite
par la théorie des écoulements potentiels (Mei (1989), [83]). Par contre, dans la zone de
surf, des modeles paramétriques permettent de représenter la dissipation des vagues par
déferlement (Battjes (1975),[11]; Svendsen (1984),[127]; Thornton et Guza (1986), [137]).

En premiere approximation, la théorie linéaire permet d’obtenir le débit apporté par
les vagues, la vitesse orbitale au fond et les tensions de radiations. Cette théorie n’est plus

valide dans la zone de déferlement, mais par continuité, on conserve les mémes formula-
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tions en considérant toutefois une loi de décroissance de la hauteur des vagues lors du

déferlement.

Champ de vitesse pour un écoulement potentiel linéaire

Dans le cadre de la théorie des écoulements potentiels, le champ de vitesse @ dérive

d’un potentiel scalaire ®:

—

VO (1.34)

Sy

La loi de conservation de la masse se ramene a 1’équation de Laplace:

A(®) =0 (1.35)
Le champ de vitesse d'une houle linéarisé pour z € [Z;, Z,] est alors donné par:

_ 1gH(xz,y)cosh (k(z — Zy)) S k;

i == — k.7 — wt)— 1.36

YT cosh(kh) cos(k-Z —wi) k (1.36)

- lgH(z,y)sinh (k(z — Z)) . >

=—= — k.o — wt
v 2 ¢ cosh(kh) sin(k-Z = wt)

ou H est I'amplitude des vagues. Le nombre d’onde k et la pulsation w sont liés par la

relation de dispersion:
w? = gktanh(kh) (1.37)

La vitesse de phase des vagues ¢ correspond a la vitesse de déplacement de 'onde. Elle

est définie par:

c= % = (% taIlh(k:/_l))l/2

La vitesse de groupe correspond a la vitesse de déplacement de I’enveloppe d’un train de

vagues dont les longueurs d’ondes sont légerement différentes. Elle est définie par:
ow 1 2kh 41
Cg=—=—| —
9 0k 2 \sinh(2kh)

a. débit moyen apporté par les vagues

Le débit liquide moyen induit par la houle est calculé par la méthode eulerienne, on

distingue deux contributions:

= ZS _ ZS
7 z
——

A B
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Dans la colonne d’eau moyenne (z € [Zy, Z,]), par la définition (1.36) la vitesse moyenne
est nulle donc le terme A est nul. Par contre, pour le terme B, on peut développer au

premier ordre la vitesse au voisinage du niveau moyen de la surface libre:

(@), = lwlz, + (2= Z) {%}ZS

0z
— ;gH (1 + ktanh(kh)(z — Z,)) cos(k.% — wt)%

C

La deuxieme contribution dans (1.38) devient:

Zs—i-Zs 1 H B 1 L ~ )
/ [@;].dz = 597Z8 (1 + 51{: tanh(k:h)Zs) cos(k.Z — wt)% (1.39)

Z
avec Zy la partie fluctuante de la surface libre définie par (1.41). En ne conservant que les
termes du premier ordre en Z, dans (1.39), on en déduit une expression du débit liquide

moyen induit par la houle:

_ 2 t+T
Q, = i%%%/)ﬁ cos? (k.7 — wt)dt
1 gH? k; _ Ek
T8 ¢k pck
ou I'énergie totale de la houle par unité de surface E vaut:
E = lng2
8

b. vitesse orbitale au fond

La vitesse orbitale de la houle au fond intervient dans la modélisation de la contrainte
de frottement au fond et aussi dans I'estimation de la vitesse de I’écoulement au fond pour
évaluer le transport sédimentaire. Elle est déduite de (1.36) et (1.37):

B mH
~ T'sinh(kh)

Us = [llalllz, (1.40)

Contraintes de radiation

Les vagues sont décrites de maniere générale par des ondes progressives. Par exemple,
le déplacement harmonique Z de la surface libre Z; autour de son niveau moyen Z est

donné par:

. 1 .
Zg(x,y,t) = §H($, y) cos(k.Z — wt) (1.41)
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Pour la résolution analytique du modele, il est pratique d’utiliser les fonctions complexes.

Pour la surface libre, on pose:

1 ick.Z
n(w,y) = 5H(w y)e ok (1.42)

ol i. est le nombre imaginaire unitaire (—1)

Zy(z,y,t) = R {n(x,y)e "'} (1.43)

Pour fermer le modele de courant moyen 2DH, il est nécessaire d’exprimer les tensions
de radiation (1.28):

/2 L’expression (1.41) devient:

Sij:81+82+83+84+85

avec les contributions s,,:

_ L1 (o 2k
LT 1799k \ tanh(2kh)

1 2kh
s2 = ~pgnl’ (7)—1> i

@2
ox

a772 21 12
+]a—y _ P ) 6,

4 sinh(2kh
1
S5 = Zp9|77|25ij
1 on on*) 1 2kh
_ 1 /" 11
S4 4pgRe {axl 633]} 252 (sinh(Qk’h) * )
)
5 = TP

La variation spatiale de la surface libre est donnée par la relation:
on 1 OH 1 0k
— =kn|———+i. 1+ —=L
or; " L%H Iz; I ( % 3%%)}
En pratique, a I’échelle de la zone de surf, on peut considérer que la longueur d’onde et

I’amplitude des vagues évoluent lentement, on obtient alors:

In
R —y
aﬂfj Ll
On en déduit le modele des tensions de radiation simplifié:
- 1 kik; 2c 2c E? kik;
Si; = = A Y | -1 1.44
! 2(k20+ (c )) phc? k (1.44)

Les tensions de radiation sont proportionnelles a 1’énergie de la houle. Le terme de
droite correspondant a la contribution s; est souvent négligeable devant les autres. Le
terme de forcage du courant par la houle est donc directement proportionnel au carré de

la hauteur des vagues.
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Hauteur des vagues

Ici, on présente les principaux phénomenes qui régissent la hauteur des vagues. D’abord
la réfraction controle la vitesse de I'onde en fonction de la profondeur et du courant de
I’écoulement dans lequel elle évolue. Ensuite la diffraction autorise la redistribution de
I’énergie des vagues vers les zones de moindre énergie. Enfin, la dissipation est controlée
par le frottement des vagues sur le fond mais surtout par le déferlement dans la zone de

surf.
a. réfraction

La variation de vitesse de phase d’'une onde est baptisée réfraction. Quand un train
d’ondes planes monochromatiques entre dans une zone de profondeur variable, la vitesse
des ondes doit changer selon la relation de dispersion (1.37). Dans le cadre de la théorie
linéaire la période de la houle reste conservée. La prise en compte des non-linéarités
permettrait une redistribution d’énergie dans le spectre des vagues et conduirait a une
modification de cette période (Sénéchal et al. (2002), [120]). Le changement dans la vitesse
de phase des ondes apparait aussi lorsque les vagues se propagent dans un courant non

uniforme.

La réfraction est phénomene bien connu en optique, ici, dans le cas des ondes purement
sinusoidales en temps (w = constante) et dans la mesure ou la longueur d’onde de la houle
est petite devant celle de la bathymétrie (pente douce) O(V(h)) < O(kh), la théorie
des rayons permet d’approcher le probleme de réfraction de la houle. Il est nécessaire
de connaitre les caractéristiques de la houle au large comme la période (T' = 27”) et
la direction (§ = tan='(k;/kz)). A partir d’'une profondeur d’eau et de la pulsation de la
houle, la relation de dispersion (1.37) permet de déterminer directement la vitesse de phase
locale. La théorie des rayons permet alors de déduire la variation de ’angle d’incidence
de la houle induit par la forme du fond:

90  10c

kik
k2

correspond a la direction normale aux vagues. Un rayon de propagation de la

avec le systeme de coordonnées (3, 1) tel que §= correspond a la direction des vagues

kak
k2

houle est tracé dans la nouvelle direction (6(s + ds) = 6(s) + ds%%) jusqu’a intercepter

et 11 =

une nouvelle iso-ligne de profondeur. Comme w n’est pas modifié, la procédure se répete

de facon identique. L’amplitude des vagues est déduite de la loi de conservation du flux
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d’énergie des vagues:
V(E¢,) =0 (1.46)

La connaissance des rayons de propagation de la houle permet d’intégrer directement la
relation (1.46) entre deux rayons puisque ’énergie se propage le long d’eux (E¢,.n = 0).

Entre deux états d’abscisse curviligne s; et s, avec d la distance entre les rayons, on

obtient:
HS2 ? Cgs dsl
— ) =1 — (1.47)
H,, Cqs, ds,
On en conclut que la réfraction a deux effets sur la variation de hauteur des vagues,

I'un lié a la variation de profondeur et I'autre lié a la focalisation des rayons.

b. diffraction

La diffraction des ondes est un mécanisme qui permet a ’énergie de s’étaler perpendi-
culairement a la direction de propagation dominante de la houle. Les effets de la diffraction
des vagues sont particulierement visibles a proximité des structures marines. Par exemple
en suivant la théorie des rayons, des “zones d’ombre géométriques” peuvent apparaitre
derriere une digue. Le comportement réel des vagues montre que des ondes migrent quand
méme derriere la structure par diffraction. La diffraction est également un processus im-
portant a prendre en compte dans les zones ou la réfraction seule permet de prédire une
tres forte densité d’énergie locale. Dans ce cas, I'énergie des vagues peut étre transférée a
travers ses rayons de propagation vers des zones de moindre densité énergétique.

L’étude de la propagation des vagues dans des directions arbitraires repose sur un
probleme 3D qui implique des conditions limites non linéaires. Au premier ordre, lorsque
les variations du fond sont lentes, la théorie des écoulements potentiels permet d’obtenir
le potentiel des vitesses en fonction de la forme de la surface libre, on note le potentiel

complexe:

cosh (k(z - Zy))
cosh(kh)

o = —%in(m,y)f avec f = (1.48)

En profondeur constante, seuls les effets de diffraction sont présents. Le potentiel s’écrit

comme le produit de deux fonctions dont I'une (7)) ne varie qu’horizontalement et I'autre
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ne dépend que de laltitude (f = f(z)). Ainsi, A(f) = VVf = k2f. Pour que le potentiel

vérifie I’équation de Laplace (1.35), la surface libre 7 doit vérifier I'équation d’Helmoltz:

\v4 (ﬁn(;ﬂ, y)) + E*n(x,y) =0 (1.49)

Dans le cas ou les vagues se propagent suivant z, on en déduit le modele de diffraction

elliptique qui détermine 1’évolution de la hauteur des vagues en profondeur constante:

S
Wor T ez T 8y

=0 (1.50)

Dans le cas ou I’échelle de longueur caractéristique longitudinale L, est grande devant

I’échelle de longueur transversale L,,, on peut introduire le petit parametre:
e=1L,/L, (1.51)
On considere alors que O(a—H) << O(a—H) On en déduit la relation de diffraction para-

bolisée (Mei (1980), [84]):

0H 0°H
22]{? % a

—0 (1.52)

c. réfraction et diffraction combinées

Sur les plages, la réfraction est causée essentiellement par les variations de profondeur
tandis que la diffraction est causée essentiellement par des discontinuités de la densité
d’énergie du champ de vagues. Les deux mécanismes peuvent étre résolus séparément
sous ’hypothese que dans les zones dominées par I'un des phénomenes, ’autre est inactif.
En présence de structures ou sur des bathymétries complexes, il est important de traiter les
deux phénomenes simultanément. Dans le cas d’un fond lentement variable, la résolution
du probleme potentiel est adapté par Berkhoff (1972), [12]. En intégrant ’équation de
Laplace (1.35) sur la hauteur d’eau moyenne, Berkhoff a réduit le probleme de réfraction-

diffraction a une équation 2DH elliptique linéaire:

- c
\Y (ccgvn(fv, y)) +w' = (z,y) =0 (1.53)

De par 'hypothese du fond lentement variable, le modele de houle (1.53) est connue sous
le nom de “mild slope”. Cependant, Booij (1983), [16], a montré que cette approximation
est de bonne qualité et qu’elle permet de calculer la houle méme si le fond est localement

assez pentu.
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En plus des variations de profondeur, la présence d'un courant moyen peut affecter la
propagation des vagues. La relation de dispersion (1.37) s’exprime a I’aide de la pulsation

corrigée
o? = gktanh(kh) (1.54)
avec
o=w— ki (1.55)

A partir de la méthode des échelles multiples, I'introduction du petit parametre (1.50)
permet a Kirby et Dalrymple (1983) de paraboliser 1'équation (1.53), [71], et de prendre

en compte les effets de dispersion non-linéaires.

d. dissipation

D’une maniere générale, la dissipation se produit dans les zones de cisaillement du
fluide. La couche limite au fond et la surface libre sont donc principalement concernées.
La porosité du sable peut également introduire des effets dissipatifs sur la houle.

Pour un fluide parfait, la dissipation d’énergie interne ou sur une paroi imperméable
n’existe pas. Le phénomene de réfraction se traduit alors comme une conservation de
I’énergie entre les rayons de propagation de la houle, tandis que le phénomene de diffraction
permet de redistribuer de 1’énergie des zones de forte densité énergétique vers les zones de
faible densité énergétique. Dans les cas extrémes de réfraction, le rapport entre la hauteur
de la houle et la profondeur d’eau v = % dépasse le critere de déferlement v,4. La vague
déferle et sa taille s’en trouve limitée.

Le déferlement est un processus fortement dissipatif. Dans la zone de surf, une partie
de I'énergie des vagues est transformée en courant moyen tandis qu’une autre partie est
dissipée par viscosité dans les structures tourbillonnaires.

La dissipation intervient comme un terme puits dans I’équation d’évolution de la hau-
teur des vagues. On peut illustrer la décroissance “exponentielle” de la hauteur des vagues

dans un cas simple:

0H

—+—H=0 1.56

Or  2cq ( )
ou Y est le facteur de dissipation des vagues. Comme 1’énergie des vagues se déplace a la
vitesse de groupe c,, on peut interpréter le rapport 2% dans (1.56) comme une distance

caractéristique dans la dissipation des vagues.
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Suite aux travaux de Dally (1985), [30], Kirby et Dalrymple (1994), [72], ont montré

que le facteur de dissipation lié au déferlement pouvait étre modélisé par:

\ = a0 = ()

(1.57)

ol les constantes empiriques K; = 0.017 et Ky = 0.4 permettent de prédire assez précisé-
ment la hauteur des vagues dans la zone de surf avec le critere de déferlement v, = 0.78.
Un des avantages de cette méthode est de permettre 'arrét du déferlement dans les zones
profondes puis sa reprise lorsque la hauteur d’eau est plus faible. Cette gestion du défer-

lement est particulierement bien adaptée pour les plages a barres.

La propagation des vagues sur des bathymétries irrégulieres fait intervenir de nom-
breux mécanismes (réfraction, diffraction, dissipation) qui peuvent interagir fortement
entre eux. Le modele de houle REF /DIF 1 décrit par Kirby et Dalrymple (1994), [72], est
basé sur la théorie des écoulements potentiels en profondeur faiblement variable. Dans ce
cas, le modele elliptique proposé par Berkhoff est étendu pour des faibles non-linéarités,
mais dégradé sous sa forme parabolique. Cette approximation restreint la direction de pro-
pagation des ondes a un cone de +60° et ne permet pas de représenter les ondes réfléchies.
L’adaptation du modele en coordonnées curviligne permettrait de profiter davantage de

sa parabolisation en anticipant les directions de propagation privilégiées.

1.3.3 Modélisation de la diffusion latérale des courants moyens

Il faut garder a l'esprit que la dissipation des courants moyens est faible. C’est le
modele de houle qui controle la majorité de la dissipation de I’énergie de I’'écoulement en
paramétrant le déferlement des vagues. Slinn et al. (1998), [119], montrent a 'aide de la
simulation instationnaire des équations de Saint-Venant que le courant longitudinal induit
par les vagues est le siege d’instabilités de cisaillement (voir annexe A). Le cisaillement
des courants moyens génere des tourbillons. Pour les “filtrer”, et ne conserver qu’une
représentation moyenne des courants compatible avec I’écelle de temps morphodynamique,
on introduit un modele de mélange latéral.

Par analogie avec le tenseur des contraintes de Reynolds, on introduit un coefficient de

mélange de la quantité de mouvement K,,. On pose alors que la dissipation est directement
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exprimée en fonction des variations du courant moyen:

_ _(0U;  OU;
Ty = pKnh (axj + ax,-) (1.58)

La théorie de Bowen (1969), [18], repose sur une viscosité turbulente constante a
I'intérieur et a Uextérieur de la zone de surf. Longuet-Higgins (1970), [80], a proposé de
redéfinir la viscosité turbulente en fonction dune échelle des vitesses turbulentes et d’une
longueur de mélange adaptée. L’échelle des vitesses turbulentes horizontales est supposée
étre de 'ordre du dixieme de la vitesse des vagues en milieu peu profond et la longueur
de mélange horizontale L; est supposée étre proportionnelle a la distance entre la ligne

d’eau et le point concerné:
1
K, =N (gh) 2 Ly (1.59)

ou le coefficient N < 0.016.

Meme si le coefficient d’échange de quantité de mouvement horizontale K, reste assez
mal connu, la paramétrisation de la dissipation par le terme de mélange latéral est un
élément important dans la modélisation des courants de dérive.

Longuet-Higgins (1970), [80], a mis en évidence le nombre P pour analyser les effets

de la dissipation latérale dans la modélisation des courants de dérive:

wN tan (3

pP—
vCy

)

ou N est le coefficient de pondération de la viscosité turbulente, tan la pente de la
plage, v est le rapport de la hauteur des vagues sur la profondeur et C est le coefficient
de frottement sur le fond. Ce nombre P traduit le rapport des effets de la dissipation
latérale sur les effets du frottement sur le fond. Lorsque le parametre P est nul, le courant
n’est pas dissipé latéralement.

On montre sur la figure (1.6) les effets de la dissipation sur un profil de courant
longitudinal sur une plage plane. Dans cet exemple, le courant est forcé par des tensions
de radiation discontinues. En absence de dissipation latérale la discontinuité du courant
longitudinal a la ligne de déferlement n’est pas physiquement réaliste. Au lieu de laisser
I’écoulement se déstabiliser localement, la dissipation latérale lisse les variations brutales

du courant.
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il

VY, s

Figure 1.6 : Profil théorique du courant longitudinal en fonction du
7N tan 3
vCy
la position de la la vitesse marimum du courant Vy en

parameétre de mélange latéral P = , ou Yo est

absence de dissipation latérale; selon Longuet-Higgins

(1970), [80).
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1.4 Conclusion

La géométrie de ’écoulement sur la plage permet de considérer le milieu comme peu
profond. De ce fait, on peut considérer une faible variabilité verticale des vitesses de
I’écoulement, et obtenir un modele de courant 2DH intégré sur la verticale et moyenné sur
la période des vagues. Ce modele s’apparente aux équations de Saint-Venant utilisées en
hydraulique fluviale, toutefois il est étendu a I'océanographie littorale pour tenir compte
de l'effet moteur des vagues.

Le forcage du courant moyen par la houle est modélisé par les contraintes de radiation
et nécessite de connaitre le champs de houle. L’exploitation du modele de houle REF-
DIF permet de déterminer la hauteur et la direction des vagues. Ce modele basé sur la
théorie des écoulements potentiels permet de prendre en compte les effets de réfraction et
diffraction des ondes pour des fonds lentement variables. La décroissance des vagues par
déferlement sur la plage est également parametrée.

La modélisation des courants moyens permet ainsi de traiter les écoulements forcés

par la houle a une échelle de temps supérieure a celle de la vague.
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Chapitre 2

Dynamique sédimentaire

2.1 Introduction

Les processus hydro-sédimentaires en milieu littoral sont assez complexes et difficiles a
traiter. Les vagues, le courant et le transport sédimentaire sont mutuellement dépendants
et interagissent pour fagonner la plage a des échelles de temps et d’espace tres variées.
La figure 2.1 illustre quelques exemples de formes sédimentaires sous marines observées
en présence de houle et de courant. Sous 'action des vagues et des courants, le sable
est arraché du fond, transporté par I’écoulement puis redéposé en permanence. Soumis a
cette forte activité hydrodynamique, la plage change de forme. Comme les vagues entrent
dans un milieu de moins en moins profond, l'influence du fond altere leurs propriétés
cinématiques et dynamiques. De méme, les courants moyens principalement induits par

ces vagues, sont directement influencés par la forme du fond.

Dans ce chapitre, on présente la modélisation de la dynamique sédimentaire a moyen
terme. On montre que le bilan spatial des flux de sédiment permet de distinguer les
zones en érosion ou en accrétion et d’obtenir la variation de la cote du fond au cours du
temps. L’objectif de la simulation morphodynamique a moyen terme oriente le choix de
la modélisation du transport sédimentaire vers des formules de transport total prenant en
compte 'action combinée de la houle et du courant. La distinction des échelles de temps

entre les processus hydrodynamiques et la dynamique sédimentaire permet également de
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Figure 2.1 : Exemples de formes sédimentaires: (a) ride de cou-
rant, (b) rides de vagues, (c) ondes de sable/ dunes,
(d) barre de déferlement; selon Soulsby (1997), [122].



2.2 Modélisation du transport sédimentaire 37

proposer un modele morphodynamique bien adapté au probleme basé sur le couplage du

modele de courant moyen induit par la houle et de la loi de conservation du sédiment.

Ensuite, on présente rapidement les processus de formation des corps sédimentaires

identifiés par les modeles morphodynamiques.

Enfin, on construit ’équation des ondes de sable non-linéaires a partir du modele mor-
phodynamique couplé. Celle-ci se base sur la décomposition de I’équation de conservation
du sédiment en fonction de la formulation du transport sédimentaire. Elle s’appuie éga-
lement sur I’équation de ’énergie de I’écoulement issue du modele de courant moyen. Ce
modele permet alors de mieux comprendre 'influence du modele hydrodynamique sur la
dynamique des corps sableux sous 'hypothese que le nombre de Froude de 1’écoulement

est petit devant 1.

2.2 Modélisation du transport sédimentaire

On distingue trois processus majeurs dans la dynamique générale des sédiments illus-
trés par la figure 2.2: arrachement des sédiments immobiles, le transport des sédiments

et la déposition.

2.2.1 Meécanismes du transport sédimentaire

Une fois mobilisées par ’écoulement, les particules sédimentaires peuvent étre trans-
portées de différentes facons. Le transport par charriage déplace les particules directement
sur le fond. C’est le mode de transport dominant lorsque I’écoulement est lent ou que les
grains sont lourds. Lorsque le courant est plus important ou que les vagues sont puis-
santes, les grains sont transportés par ’écoulement dans toute la colonne d’eau. Apres
avoir été mobilisées et transportées, les particules peuvent sédimenter et se (re)déposer
sur le fond. Le mécanisme de déposition apparait lorsque les grains ne sont plus mobi-
lisés par le charriage ou bien qu’ils sédimentent et sortent de la suspension. La plupart
du temps, 'entrainement de grains vers la suspension et la sédimentation sont des pro-
cessus simultanés. La déposition est donc directement controlée par les mécanismes de

suspension.
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Figure 2.2 : Illustration des processus de transport sédimentaire;

selon Soulsby (1997), [122].

Seuil de mise en mouvement

Shields a mis en évidence un mécanisme d’arrachement des sédiments qui apparait
lorsque la contrainte de cisaillement exercée par ’écoulement sur le fond devient supérieure
a un seuil critique:

I P >0,
pyg(s —1)
ou 6 est le nombre de Shield et 6., est le nombre de Shield critique. g est la gravité,
s = ps/p est le rapport de la masse volumique des particules sur celle de la phase fluide
(eau) et 7/ est la contrainte de cisaillement maximum au fond définie dans I’annexe B.
En dessous de ce seuil le sédiment reste immobile sur le fond.

A partir de mesures expérimentales sur fond plat, en présence de courant seul, de houle
seule et pour un écoulement combiné, Soulsby et Whitehouse (1997), [124], ont paramétré
le seuil de mise en mouvement en fonction de la contrainte de cisaillement au fond et du

diametre du grain:

0.24

*

Oprg = + 0.055 (1 — exp(—0.02D,.))
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avec

2

p. = [#2Y)] s

ol dsg est le diametre moyen des particules pour lequel 50% des grains en masse ont un
diametre plus petit que dxq.

Cependant en plus des forces de cisaillement induites par I’écoulement sur le fond, les
forces de pesanteur interviennent dans l'équilibre des grains ( Hamm et al (1994), [61];
Soulsby (1997), [122]). La contrainte de cisaillement critique 6.5 sur un fond de pente £,

avec une direction d’écoulement ¥ (figure 2.3) peut étre modélisée par:

cos Wsin 3 4 (cos? ftan? ¢ — sin? W sin? 3)1/2
tan ¢

ecrﬁ - 907“0

ol =~ 32° est 'angle de frottement interne au sédiment. Cet angle de frottement inter-
vient également pour limiter la pente du fond, car au dela d’une certaine cambrure de
la forme sédimentaire, il se produit une avalanche pour rétablir ’équilibre. En absence

d’écoulement, il peut donc se produire un transport sédimentaire purement gravitaire.

Figure 2.3 : Schéma général d’un écoulement de direction ¥ sur un
fond de pente B; selon Soulsby (1997), [122].

Ces effets gravitaires ont conduit les modélisateurs a introduire la notion “d’effet de
pente”. L’effet de pente est pris en compte, (i) soit en modifiant la contrainte critique de
mise en mouvement des sédiments, (ii) soit en modifiant directement le flux de sédiment
obtenu sur fond plat en fonction de la pente du fond. Le flux de sédiment total associé

peut alors s’exprimer de deux facons:

Qt = Qt(ecrﬁ) ou Qt = Qt(QCTO)(l - Etanﬁ)

La premiere formulation exprime le transport de maniere rigoureuse en fonction d’une
paramétrisation physique. Dans le second cas, € est un parametre assez mal connu qui peut

entrainer une tres forte diffusion de la forme des corps sédimentaires (De Vriend [36], [37];
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Cayocca [24], [25]). Par conséquent, méme si la technique de diffusion est plus rapide pour
estimer le transport sédimentaire, il est préférable de ne pas rajouter la correction e si elle
n’a pas été calibrée expérimentalement avant. Par exemple, on verra dans le paragraphe
2.2.3 que la formule de transport proposée par Bailard prend en compte directement 'effet

de pente, alors qu’il est plus grossierement introduit dans celle de Soulsby-Van Rijn.

Seuil de mise en suspension

En général, lorsque le seuil de mise en suspension est dépassé, la quantité de sédiment
transportée en suspension est tres supérieure a celle qui est charriée. Il est donc important
de bien représenter cette transition.

Les particules sont mises en suspension lorsque la vitesse de fluctuation turbulente au

fond (= vitesse de frottement U*) est supérieure a la vitesse de chute des particules solides

(ws):
U* > w;

De nombreux auteurs fournissent des formulations pour estimer w,. Van Rijn (1990),[142],
rappelle que la vitesse de chute est atteinte lorsque la particule est en équilibre sous ’action
des forces de gravité et de trainée visqueuse. Soulsby (1997), [122], s’appuie sur de nom-
breuses mesures expérimentales pour optimiser les coefficients d'une formulation simple
de w,. Ainsi, la vitesse de chute pour des formes de particules naturelles est estimée par:

14

d50

w, [(10.36% 4 1.049(1 — C)*"D?)%® — 10.36]

La concentration en particules C' introduit une modification de la vitesse de chute, cepen-
dant cette correction n’est nécessaire qu’au voisinage du fond, lorsque C' > 5%.

La vitesse de frottement est définie en fonction de la contrainte au fond 7/:

L’estimation de U* se révele difficile a rattacher aux grandeurs moyennes de 1’écoulement
lorsque celui-ci est controlé par le mouvement combiné des vagues et des courants. Actuel-
lement, les méthodes les plus avancées permettent de décrire finement la couche limite de
I'écoulement turbulent (Davies et al. (1997), [31]). Cependant cette approche est inadap-
tée pour la morphodynamique a moyen terme car trop cotteuse en temps de calcul. On

exploite alors une estimation de la contrainte au fond obtenue par Soulsby et al. (1993),
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[123]. La contrainte moyenne (7,,) et la contrainte maximum sur un cycle de vague (7az)

sont présentées dans ’annexe B.

2.2.2 Loi de conservation du sédiment

A T’échelle millimétrique, il est possible de décrire le mouvement des particules sédi-
mentaires en résolvant de fagon couplée le principe fondamental de la dynamique newto-
nienne appliqué a chaque particule et les équations de Navier-Stokes pour la phase fluide.
Cependant dans le cadre de cette these, on s’interesse a une échelle moyenne et le fond
est considéré comme une interface imperméable entre deux milieux continus. De ce fait et
par conservation de la masse de sédiment. L’évolution de la forme du fond est directement
soumise a l’équation de continuité et donc au bilan des flux de sédiment engendré par
I’écoulement.

Pour établir la loi qui gouverne ’évolution de la forme du fond, on considere le volume
(2 de hauteur Z; et de largeur dz illustré sur la figure 2.4. Sur cette représentation sché-
matique, @ est le flux volumique de sédiments charriés sur le fond par unité de largeur,
alors que E et D sont les flux volumiques de sédiments mis en suspension et déposés sur

le fond par unité de largeur.

Zh

-
L= -
X

dx

Figure 2.4 : Schéma de définition 1D des flux de sédiment a travers

linterface eau-sédiment.
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Pour un milieu continu, ’équation de continuité exprime que pour un volume de fluide
(), fixe, sa variation de masse (m) au cours du temps est égale a la densité de flux de

masse (Q,,) traversant la surface I' qui délimite Q:
om =
—— m-1ids =0 2.1
5 + j{ Qm.1ids (2.1)

ou 71 est la normale & la surface I'.

La masse m de sédiment sec contenu dans €2 est définie par:
m = (1—p)psZedz

ou p est la porosité du sédiment. Pour un sédiment uniforme, la variation de masse au

cours du temps est alors directement déterminée en fonction de la cote du fond:
om 0z f
— = (1 —p)ps—dx
5 = (1= P,
Le bilan des flux de masse a travers I résulte du bilan horizontal du transport par charriage

et du bilan vertical du transport en suspension (dépot moins érosion):

j{ @m.ﬁds = ps%dI + psDdx — psEdx
9) afE

D’apres la relation de continuité (2.1), on obtient la loi de conservation de la masse

pour les particules solides, également connue sous le nom de relation d’Exner (1925), [47]:

0z, 1 (aQb

5 +1_p o +(D—E)):0

La description globale du transport sédimentaire, sans distinction directe entre char-

riage et suspension permet d’écrire la loi de conservation du sédiment en 2D suivante:

0Z; 1 - ~
=t pv.Qt =0 (2.2)

ol Qt est le flux volumique total de sédiments par unité de largeur et s’exprime en

3 1

m?3.s71.m~1. Dans la partie suivante, on précise comment estimer les flux de sédiment

et en particulier le flux total @t.

2.2.3 Paramétrisation du transport sédimentaire

Actuellement, aucune formulation n’est véritablement établie et applicable de maniere

universelle pour déterminer la quantité de sédiment transportée. Néanmoins, sur les plages
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soumises a la houle, le transport sédimentaire est principalement controlé par le courant
moyen et par la vitesse orbitale induite par la houle. Horikawa (1988), [64], Van Rijn
(1990), [142], ou encore Soulsby (1997), [122], ont rassemblé une large palette de for-
mules disponibles pour estimer les flux sédimentaires localement a partir des conditions

hydrodynamiques locales.

Différentes approches pour déterminer le transport sédimentaire

Des approches probabilistes comme celle d’Einstein (1950), [44], ou celle basées sur
des concentrations de particules pour Bagnold (1954), [7], sont utilisées pour estimer le
transport sédimentaire. De méme, Nielsen (1992), [93], distingue I’approche par trajectoire
de particules de I'approche par concentration intégrée (la deuxieme approche est la plus
souvent retenue).

Dans le cadre du programme MAST G6, Zyserman et al. (1991), [152], présentent une
discussion sur les limites d’application des principaux modeles de transport sédimentaire
utilisables pour la morphodynamique cotiere. Ils distinguent ainsi trois grandes classes de
modeles: (i) paramétriques, (ii) déterministes et (iii) énergétiques.

Les travaux d’Arcilla et al. (1988), [4], sont représentatifs de I’approche paramétrique.
La dérive littorale (transport longitudinal intégré a travers la zone de déferlement) est
estimée en fonction d’'un parametre de similitude de la zone de surf qui prend en compte
la pente moyenne de la plage, la longueur d’onde des vagues au large et leur hauteur au
déferlement. La dérive littorale est également estimée avec I’approche énergétique par la
formule du CERC (1984), [5], en fonction du flux d’énergie des vagues. Ces formulations
ne prennent pas en compte les caractéristiques du sédiment (dsg, ws) et s’averent trop
globales pour décrire le mouvement des bancs de sable sur la plage.

Des modeles déterministes basés sur la description verticale du profil de vitesse et de
concentration sont proposés par Deigaard et al. (1986), [40], [39], Fredsoe et al. (1985),
[51], Davies et al. (1997), [31]. Pour réduire le probleme 3D en 2DH, Wang (1992), [147],
propose une généralisation du modele intégré sur la verticale du transport en suspension
basé sur les travaux de Galappatti et Vreugdenhil (1985), [54]. Le flux de sédiment total
est estimé localement a partir de la somme du flux de sédiment charrié et du bilan vertical
du flux de sédiment en suspension. L’obtention des flux moyens (sur une période de vague)
sont soumis a la connaissance des fluctuations de vitesse et de concentration autour de

leurs valeurs moyennes. Ces approches permettent de prendre en compte I'essentiel des
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processus de transport, mais elles nécessitent une trop grande finesse de représentation
de la couche limite et des processus turbulents dans la zone de surf pour étre directement

applicables a la morphodynamique littorale.

On montre ainsi que la paramétrisation du transport est particulierement délicate, et
qu’il reste de nombreuses recherches a mener et de modeles a proposer dont les échelles

sont compatibles avec les applications morphodynamiques 2DH.

Formule Bailard

Par une comparaison numérique, Camenen et al. (2000), [21], mettent en évidence la
sensibilité de quatre formules de transport employées en milieu littoral (Engelund-Hansen,
Bijker, Bailard et Dibajnia-Watanabe) a leurs parametres respectifs. Actuellement, la
méthode de Bailard (1981), [8], semble la mieux adaptée pour déterminer le transport
sédimentaire total dans la zone de surf. Celle-ci est basée sur I'idée que 1'énergie dépensée
par I’écoulement pour transporter le sédiment est directement proportionnelle a 1’énergie
totale dissipée dans I’écoulement. Cette formule de transport sédimentaire total permet
ainsi de distinguer le transport en suspension (Qs), le charriage (@) et leffet de pente

(Qp) en fonction de la vitesse instantanée de 1’écoulement & proximité du fond (Uy):

Qe = Qo + C_jbﬁ + Qo + Qsﬁ (2.3)
avec
Gn = 2P Ty
Gy =~ T (2
Qoo = g(;s_ile)ws 171 U
G =~ T (2

ol € =~ 0.1 et ¢, = 0.02 sont les facteurs d’efficacité du transport par charriage et en
suspension.
Une difficulté d’exploitation de la formule de Bailard est de choisir une vitesse d’écou-

lement au fond représentative. Ici, on suppose qu’elle est donnée par:

—

Up(t) = U + Uy(t)
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ou le courant moyen U et la vitesse orbitale au fond U, pour une houle de période
T = 27 /w sont issus du modele hydrodynamique 2DH.

La vitesse orbitale au fond, déduite de la théorie de la houle linéaire, est donnée par:

21 A,
Uy(t) = U,. t Uy=—"—— 2.4
(t) cos(wt) avec Tsinh(kh) (2.4)
ou A, = H,/2 est la demi-amplitude des vagues. Toutefois, cette formulation ne permet

pas de prendre en compte 'asymétrie de la houle. Pour y remédier, en particulier lorsque
le courant moyen est faible devant la vitesse orbitale de la houle, on peut supposer que la
couche limite des vagues n’est controlée que par le seul mouvement des vagues. Fredsoe
et Deigaard (1992), [52], paramétrisent alors la vitesse orbitale au fond de la maniere

suivante:
Up(t) = Uy cos(wt) + Uyp (2.5)

ou U, représente 'amplitude de la vitesse orbitale, et U, correspond a une composante
moyenne continue due a la disymétrie de I'onde.

Pour déterminer les valeurs U,; et U,p», il suffit de connaitre les vitesses orbitales
maximale (U,.) et minimale (U,;) situées respectivement sous la crete et dans le creux

des vagues. On en déduit alors:

Uwc + Uw Uwc - Uw
Un = =55 et Upp = =5

Van Rijn (1990), [142], donne une estimation des vitesses orbitales U, et U, en milieu
profond :

21 Ay ¢ U — 27 At
T.sinh(k(h+ Ay))  “*" T.sinh(kh)

Uwc -

ou Ay et A, sont les hauteurs de vagues au dessus et en dessous du niveau d’eau moyen.
En premiere approximation, on peut choisir A, = A = Ay
Le courant moyen U, ainsi defini (dirigé dans le sens de la houle), méme s'il est faible,

permet de représenter le transport sédimentaire induit par la houle asymétrique vers la

plage.

Soulsby (1997), [122] propose une comparaison de cette méthode avec des données
expérimentales et d’autres modeles. Une forte sensibilité est constatée en fonction du
coefficient de frottement, et Soulsby conseille d’utiliser la définition du coefficient de frot-

tement issu de la contrainte combinée houle et courant (B.31). Un inconvénient de cette
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méthode est qu’elle ne s’exprime pas en fonction des quantités moyennes (seul Cjbo peut
étre calculé analytiquement). Malgré la diversité des interprétations de cette formule, les
résultats sont qualitativement en accord avec un facteur 5 par rapport aux autres modeles
et un facteur 2 par rapport aux observations dans les conditions d'une zone de surf. Cette
précision reste acceptable par rapport aux écarts communément rencontrés lorsque 1’'on

applique des formules d’hydraulique fluviale en dehors de leur domaine d’utilisation.

La méthode de Bailard nécessite des intégrations temporelles sur une période de vague
qui peuvent se révéler couteuses pour les simulations numériques. Cependant, les com-
paraisons menées par Soulsby montrent que cette formulation est simple a mettre en
oeuvre et aussi performante que des modeles plus complexes décrivant les couches limites.
On utilise cette formule de transport pour la simulation morphodynamique des plages

d’Aquitaine.

2.3 Couplage hydro-sédimentaire 2DH a moyen terme

Dans le chapitre 1, on a décrit un modele de courant intégré sur la verticale et sur
une période de vague; celui-ci permet de déterminer les courants moyens en milieu peu
profond en présence de la houle et de la marée. Dans la premiere partie du chapitre 2, on
a vu que I’évolution de la forme du fond est directement déduite de la répartition spatiale
des flux de sédiment a partir de la loi de conservation de la masse du sédiment, et que ces
flux sédimentaires pouvaient étre estimés en fonction des variables hydrodynamiques par
une formule de transport total. Le couplage direct de ces modeles permet alors de traiter
les problemes de morphodynamique des bancs sableux en milieu littoral en 2DH.

D’un point de vue général et sur la cote aquitaine en particulier, la dynamique des
bancs de sable est beaucoup plus lente que I'hydrodynamique. Les échelles de temps des
vagues (T, =~ 10 s) et celle de la marée (T} ~ 12 h) sont facilement identifiables. L’échelle
de temps des courants moyens (7, = 400 s) est inférieure a celle de la marée mais permet
tout de méme d’intégrer (ou filtrer) les phénomenes d’instablilité du courant de dérive.
Concernant les corps sableux, apres une tempéte par exemple, on peut déterminer I’échelle
de temps de la génération des bancs de sable (T, ~ 3 j). L’échelle de temps de leur
migration le long de la plage (T, =~ 200 j) est quant a elle estimée par le rapport de

'échelle de vitesse (= 2 m/j) sur I’échelle spatiale de la bathymétrie (=~ 400 m). On en
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déduit donc la hiérarchie suivante:
T, <<T.<<T << T, << T,

Cela signifie qu’il faut intégrer les effets de 'hydrodynamique sur une durée assez longue
pour obtenir un transport sédimentaire suffisant et observer une évolution du fond signi-
ficative. On définit cette durée d’intégration comme 1’échelle de temps sédimentaire. Le
choix d'un modele hydrodynamique a 1’échelle de temps sédimentaire est alors nécessaire
pour décrire le couplage hydro-sédimentaire et obtenir I’évolution des corps sédimentaires
a moyen terme.

Ici, comme dans la plupart des modeles morphodynamiques qui ne prennent pas en
compte la marée, I'intégration des phénomenes hydrodynamiques rapides par rapport a T
se traduit par la recherche d’une solution quasi-stationnaire des courants moyens (Falqués
et al. (1996), [49]; de Vriend (1991), [34]; Deigaard et al. (1999), [38]). L’hypothese des
courants moyens quasi-stationnaires correspond a un état d’équilibre de 1’écoulement sous
l’action de différentes forces (inertie, action des vagues, frottement sur le fond, déformation
de la surface libre et dissipation latérale). Cette hypothese signifie également que les
dérivées temporelles dans le modele des courants moyens deviennent négligeables devant
les autres termes. Ainsi lorsque les corps sédimentaires se déplacent, I’écoulement s’ajuste
“instantanément” a la forme du fond. Le modele morphodynamique s’appuie donc sur la

résolution des équations suivantes:

0Q;
5 =" (2.6)
0 (00, | 07, 105, 0 (. - (9U au,
axj( 7 ) az; pow oz, M\ G T o, (2.7)
9Z; _
— +TV 3,=0 (2.8)

Lorsque la marée joue un role moteur important, il faut définir une stratégie pour avoir
une hydrodynamique représentative comme le préconisent Latteux (1987,1995), [75], [76],
Devriend et al. (1993), [36], Cayocca (1996,2001), [24], [25].

Suite au couplage hydro-sédimentaire, des corps sédimentaires structurés peuvent ap-
paraitre. Ces instabilités morphodynamiques naissent d’une rétroaction constructive entre
la croissance du banc de sable et la perturbation qu’il induit sur I’hydrodynamique envi-

ronnante.



48 Chapitre 2 : Dynamique sédimentaire

2.4 Formation des corps sédimentaires

Dans le passé, une large part des travaux en matiere de morphodynamique sédimentaire
a été orientée sur la compréhension des mécanismes de formation des dunes pour des
applications au domaine fluvial (Parker (1976), [100]; Colombini et al. (1987), [28]; Sekine
et Parker (1992), [117]; Schielen et al. (1993), [114]). Plus récemment en milieu marin,
pour répondre aux problemes de navigation dans les embouchures et de stabilité des
constructions sous-marines (cables électriques, pipelines), des recherches se sont orientées
plus significativement sur la dynamique des bancs de sable générés par la marée en milieu
peu profond (de Vriend (1987,1991,1993,1994), [33], [32], [34], [36], [37], [35]; Hulscher et
al. (1993), [65]; Wang et al. (1995), [148]; Schuttelaars et de Swart (1996,1999), [115],
[116]; Gerkema (2000), [56]; Komarova et Newell (2000), [73]). Enfin, 'intérét croissant
pour la protection du littoral a encouragé les investigations sur la morphodynamique des
plages & moyen terme (Trowbridge (1995), [139]; Falques et al. (1996), [49], [48]; Deigaard
et al (1999), [38]; Calvete et al. (2001),[20]).

2.4.1 Ondes de sable générées par un courant

Dans un premier temps, la confrontation de modeles morphodynamiques simples basés
sur l'assimilation du fond avec une onde de sable (figure 2.5) et des expériences en canal
rectiligne a mis en évidence I'importance du régime d’écoulement et du confinement latéral
sur les formes sédimentaires observées sur le fond (dune, plat, anti-dune) (Kennedy (1963),
[70]; Engelund (1970), [45]; Engelund et Fredsoe (1982), [46]). De méme, les influences de
la rugosité du fond et de la pente du fond ont été mises en avant par Richards (1980),
[106], mais McLean (1990), [82], a montré que le role de I'effet de pente dans les instabilités
du fond était négligeable devant le déphasage entre la contrainte de frottement et le flux
de sédiment. Cette notion de déphasage a été confirmée par Ji et Mendoza (1997), [67].
De plus I'analyse de stabilité faiblement non-linéaire des modeles montre une meilleure
corrélation avec les mesures que l’analyse linéaire. Cela souligne 'importance des non-
linéarités dans les processus morphodynamiques.

Le modele de courant de Saint-Venant est a la base de nombreuses simulations nu-
mériques de morphodynamiques fluviales. Il s’agit du modele composé par les équations
(2.6), (2.7) et (2.8), en absence du terme de frogage par les vagues. Les principaux phéno-

menes morphodynamiques a moyenne échelle et leur variabilité horizontale peuvent étre
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Figure 2.5 : Assimilation du fond sédimentaire avec une onde; se-
lon Kennedy (1963), [70].

simulés avec ce modele intégré sur la verticale. En couplant ce modele avec une formule
de transport total et la loi de conservation du sédiment, Colombini et al. (1987), [28],
Schielen et al. (1993), [114], ont montré par une analyse de stabilité linéaire et faiblement
non-linéaire que des dunes de sable périodiques peuvent étre instables en fonction du rap-
port de la profondeur sur la largeur du canal. Le caractere non-linéaire de ces ondes de

sable favorise alors la formation de dunes asymétriques (figure 2.6).

2.4.2 Principaux processus d’instabilités des plages sableuses

La morphodynamique des plages de sables differe de la morphodynamique en milieu
fluvial a cause de la pente moyenne du fond mais surtout par le forcage des courants induit
par les vagues. Les corps sédimentaires observés dans le milieu naturel (barres prélittorales,
systemes de barres et de baines) peuvent étre reproduit ou approchés qualitativement par
le modele morphodynamique 2DH composé des lois de conservation (2.6), (2.7) et (2.8).

L’analyse des processus transversaux a la plage permet d’identifier le courant de re-
tour comme le principal responsable de la formation des barres longitudinales. Méme si
ces mécanismes sont préférentiellement étudiés avec des modeles prenant en compte la
variabilité verticale des courants comme ceux de Svendsen (1984), [127] ou de Deigaard et
al.(1991), [42], le modele morphodynamique 2DH permet d’obtenir le courant de retour
et donc ces effets sur la dynamique sédimentaire.

D’autre part, deux études de modélisation récentes permettent d’expliquer la naissance

de bancs de sable structurés sur des plages et leur variabilité longitudinale, (i) & cause de
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Figure 2.6 : Forme du fond approchée: (a) au premier ordre (li-
néaire), (b) au deuxiéme ordre et (c) superposition
des deuz premiers modes; selon Schielen et al. (1993),

114
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Ieffet du frottement qui introduit un déphasage entre la déviation du courant et la forme
du corps sédimentaire qui la provoque, et (ii) Ueffet des irrégularités du déferlement qui

conduit a des recirculations du courant.

Effet du courant de retour sur la formation des barres

Les observations montrent que le transport sédimentaire est beaucoup plus faible en
dehors de la zone de surf que dans la zone de déferlement. Fredsoe et Deigaard (1992),
[52], insistent sur le fait que le transport sédimentaire en dehors de la zone de surf est di a
un charriage résiduel vers la plage controlé par I'asymétrie de la houle. Par contre, la forte
agitation engendrée par le déferlement des vagues se traduit par un important transport
en suspension dans la zone de surf controlé par le courant de retour vers le large. Ce
mécanisme hydro-sédimentaire transversal a la plage conduit a la formation d’une barre

longitudinale (figure 2.7).

poimt de dferlemem

Figure 2.7 : Représentation de la formation d’une barre longitu-
dinale sous le déferlement; selon Fredsoe et Deigaard
(1992), [52].

Instabilité des fonds sableux sous ’action du courant de dérive

Le courant de dérive intense générée par une houle d’incidence oblique interagit avec la
plage et peut engendrer sa déformation. L’instabilité fond-courant décrite par Falqués et
al. (1996), [48], se développe sur une plage soumise a un courant longitudinal. Le courant

de dérive est imposé strictement parallele a la plage pour modéliser ’équilibre entre les
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(a) état de référence (b) état perturbé

Figure 2.8 : Schéma de la plage plane et du courant; selon Falqués

et al. (1996), [48].

tensions de radiation induites par les vagues incidentes et la diffusion latérale des courants,
sans prendre en compte les processus transversaux comme le courant de retour ou le set-up.
La figure 2.8a représente le courant longitudinal sur une plage plane tandis que la figure
2.8b représente la plage perturbée par des bancs de sable et la perturbation associée
des lignes de courant. La figure 2.4.2 illustre la notion de déphasage entre 1’écoulement
et les bancs de sable. Le déphasage entre la présence d'un banc de sable immergé et la
déformation de I’écoulement est di principalement au frottement sur le fond (Engelund et
al. (1982), [46]; McLean (1990), [82]). Le mécanisme physique de Iinstabilité s’interprete
ici de la méme facon, car le décalage présent entre la forme du fond et la déviation du
courant introduit un décalage entre la divergence du flux de sédiment et la forme du corps
sédimentaire. Les instabilités obtenues sur la plage, illustrées sur les figures 2.10, sont plus

ou moins complexes en fonction des modes instables dominants.

Instabilité des barres de déferlement

L’instabilité fond-courant est indissociable de I'instabilité fond-vagues décrite par Dei-
gaard et al. (1999), [38]. Ces derniers proposent une analyse de stabilité d’une barre
rectiligne parallele a la cote en présence des vagues et des courants induits. La bathy-

métrie utilisée dans cette étude est illustrée sur la figure 2.11. Dans le cas d’une houle
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Figure 2.9 : Schématisation du déphasage entre le fond et le courant

et donc le transport sédimentaire.

Figure 2.10 : Différents modes d’instabilités; selon Falqués et al.

(1996), [48].
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d’incidence normale, le champs de houle reste uniforme longitudinalement a la cote. Par
contre transversalement a la cote, la houle gonfle et déferle sur la barre dans un premier
temps puis sur le haut de plage. Ce gradient de tension de radiation normale a la cote est
équilibré directement par les forces hydrostatiques ce qui se manifeste par la déformation

de surface libre moyenne: set-down et set-up.

En perturbant la forme des barres, Deigaard et al. constatent que la houle se focalise
davantage sur la créte des perturbations ce qui introduit une dépression plus importante
de la surface libre au niveau des crétes des perturbations tandis que la déformation de la
surface libre moyenne est plus faible au niveau des creux que dans le cas de la barre non
perturbée. Les auteurs en déduisent que la variation longitudinale du niveau moyen de la
surface libre ne peut exister sans la présence d'un écoulement des niveaux hauts vers les
niveaux bas. Ils expliquent ainsi que ’apparition de zone de recirculation du courant est
due a la déformation de la surface libre. Ces courants induits par les forces de pression
hydrostatique seraient amplifiés par I'augmentation de 'intensité du déferlement sur les
bancs de sable les moins profonds. La figure 2.12 montre que 1’eau est entrainée vers la
plage par le déferlement sur la barre puis évacuée vers le large par des chenaux de vidange
matérialisés par les creux entre les bancs de sable. Comme le transport sédimentaire est
proportionnel a la profondeur d’eau, 'instabilité se développe. Les chenaux de vidange

ont tendance a se creuser davantage alors que le sommet de la barre s’érode moins.

2.5 Modélisation mathématique des ondes de sable

issue du couplage hydro-sédimentaire 2DH

Dans les sections précédentes, on a vu que le transport sédimentaire était fonction
de l'activité hydrodynamique. Par conséquent, les mouvements du fond sont directement
couplée a la dynamique des courants moyens et des instabilités peuvent apparaitre. Le
modele morphodynamique 2DH basé sur les lois de conservation (2.6), (2.7) et (2.8) per-
met de simuler globalement les mouvements de la plage et de I’écoulement associé. Ici, on
présente “I’équation des ondes de sable“, basée sur une simplification du modele morpho-
dynamique global, permettant de mieux comprendre le caractere propagatif des structures

sédimentaires et de mieux appréhender les effets de 'hydrodynamique sur 1’évolution du
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Figure 2.11 : Représentation du profil de la plage: (a) état de ré-
férence, (b) plage perturbée; selon Deigaard (1999),
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Figure 2.12 : Schéma des recirculations du courant induit par la

perturbation de la barre longitudinale ; selon Deigaard
(1999), [38].
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Figure 2.13 : Perturbation instable superposée a la bathymétrie de

référence ; selon Deigaard (1999), [38].

fond.

On suppose que la direction du courant moyen est faiblement influencée par les vagues.
Ainsi, dans ’équation de continuité du sédiment, le bilan des flux de sédiment est déve-
loppé explicitement en fonction des variations spatiales des variables hydrodynamiques
(débit @ et hauteur d’eau h) et des parametres caractérisant la sensibilité du transport
88%3 et 88%). Dans le cadre des écoulements 2DH a petit

nombre de Froude (ou bien quel que soit le régime en 1DH), on est en mesure de reformu-

sédimentaire a ces variables (

ler de maniere unique la loi de conservation du sédiment sous la forme d’une équation de
transport qui met en avant la nature hyperbolique du modele des ondes de sable (Saint-
Cast et al. (2001), [112]).

2.5.1 Décomposition de la loi de conservation du sédiment

La décomposition suivante est une approche générale utilisable aussi bien en milieu
fluvial qu’en milieu cotier, des lors que les courants sont dominants par rapport a la houle.
Pour simplifier les développements qui conduisent a la formulation du modele des ondes
de sable appliqué aux plages, on se place dans le cas d’un écoulement faiblement influencé

par les apports de masse induits par la houle:

o(Q) < o)
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On néglige le courant de compensation devant le courant moyen qui ici est tres voisin du

courant au sens de Mei:

| Qu

U n Upper = - (2.9)

Par exemple, sur une plage plane avec de la houle oblique, cela revient a négliger le courant

de retour devant le courant de dérive.

Formulation du transport simplifiée

Suite a 'hypothese (2.9), on considere que le transport sédimentaire s’effectue dans la
direction du débit total et qu’il est fonction uniquement du débit total et de la hauteur

d’eau:

| Qi

Qr = Qu(Q, h) = (2.10)

O

ouQ = ||C§H Souvent, les formules de transport sont exprimées en fonction de la contrainte
de cisaillement au fond. Ici, comme on néglige I'influence des vagues sur l'intensité du
transport sédimentaire, cette contrainte au fond ne dépend que de la vitesse moyenne de
I’écoulement. On utilise alors une écriture assez générale du transport sédimentaire de la

forme:
Qt = an (211)

Cette paramétrisation basée sur le couple de coefficients (a, b) permet de représenter toute
une gamme de formules de transport (Van Rijn (1990), [142]). Par exemple pour la formule
de Engelund-Hansen:
0.05
(s — 1)2g%5d5,C?
b = 5

ou C' = /g/C} est le coefficient de Chézy.

Reformulation et analyse dimensionnelle du bilan sédimentaire

Pour alléger les notations dans le modele de courant moyen, on omet les barres sur les

grandeurs moyennes. De plus, pour I'analyse dimensionnelle, on réécrit chaque variable
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du probleme (f) comme le produit de son échelle représentative (f*) et de sa variation
adimensionnée (f’). L’ordre de grandeur de la variable (o(f)) est alors donné par sa

grandeur représentative (f*). On note:

f=T11" et o(f)=["

L’évolution du fond au cours du temps est donnée par ’équation de continuité du

sédiment:
L~ V@, =0 (2.12)

D’apres la formulation générale du transport sédimentaire (2.10), on développe le bilan
spatial des flux de sédiment de la loi de conservation du sédiment (2.12) en fonction des
bilans spatiaux de débit liquide total et de hauteur d’eau:

! (2.13)

)—l

QY@ , .8V
“ @ "'

v - Q< Q Vin)

ou Ty et Ty, caractérisent la sensibilité du transport sédimentaire au débit total et a la

hauteur d’eau. Celles-ci sont définies comme des parametres sans dimension:

1 (e

o = 1—p<@acz _1) 214)
1 ([ hog,

i - 5 (@) o

Comme le précise De Vriend (1987), [33], dans de nombreuses formules de transport, T
et T}, sont des parametres constants ou variant tres peu comparés a (Q;. Par exemple, pour

la formule de Engelund-Hansen, ces parametres sont obtenus facilement:

1 4

Th= +—(-b) 1=,

On suppose que Ty et T}, sont du méme ordre de grandeur:

O(TQ) == O(Th) =10
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On introduit L* pour caractériser ’échelle de longueur des bancs de sable. Avec cette

distance, on peut estimer l'ordre de grandeur de I'opérateur gradient:
L*o(V) =1

De ce fait, on obtient:

Q@ V(@) Q V(h)
L'o|Tg=.——= | =L 0o|Th—=——= ) =0(Tg) =0o(T)) =10
0<QQQ o| B | = olTa) = olT)
On en déduit que l'influence du débit total sur le transport sédimentaire est du méme

ordre de grandeur que celle de la hauteur d’eau.

Une fois que l'on a développé la loi de conservation du sédiment en fonction des
variations hydrodynamiques, on cherche a mettre en évidence le lien qui les unit a l'aide
du modele de courant moyen. Pour cela, on analyse I'équation de 1’énergie du modele

hydrodynamique 2DH.

2.5.2 Exploitation du modele de courant : équation de ’énergie

D’abord, on propose quelques simplifications dans ’écriture du modele de courant
moyen. Ensuite on présente 'obtention puis I'analyse de I’équation de I'énergie. L’analyse
dimensionnelle de I'équation de I'énergie va permettre d’estimer le poids de chacun des
termes de cette relation et d’expliciter la reformulation du bilan sédimentaire (2.13) en

fonction des variations de la bathymétrie.

Obtention de I’équation de 1’énergie

L’équation de conservation de la masse s’écrit sous la forme:
V.Q=0 (2.16)

L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit:

—

V. (Q ® %) +ghV(h+ Zs) = hF — T—; (2.17)
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ou le gradient V et la multiplication ® sont définis par :

0

V=| & | et dob=ad"
dy

ou @ et b sont des vecteurs colonnes et la transposée du vecteur (ou de la matrice) est
spécifiée par I'exposant 7.

On a regroupé les forces induites par les tensions de radiation et le terme de diffusion

de la quantité de mouvement sous un terme de forcage résultant unique:
- L - o L - AT
hF = —-V.5+V. (Kmh ([V®U] + Ve 0] ))

De méme, on représente le frottement sur le fond par:

—

Tf - =
— = C¢||U||U
) U]l

L’équation de I'énergie du modele de courant est obtenue a partir du produit scalaire

de la quantité de mouvement avec son équation de conservation associée:

qQ. [ﬁ. (Q ® %) +ghV(h+Z5)| = Q. [hﬁ - iﬂ (2.18)

On développe (2.18) en fonction de chaque variable (@, h, Z;), on divise (2.18) par Qgh?
et on utilise la conservation de la masse (2.16). On obtient alors une relation entre la

variation du débit d’eau, la variation de hauteur d’eau et la variation du fond:

Q* Q V(Q) R\NQ V() QVZ) 1Q (,= 7
o QT (“%)@’T Qo h _W@(W—?) (2.19)

L’équation de I’énergie permet d’exprimer les variations du débit total et de la hauteur

d’eau mises en évidence dans (2.13) en fonction des principaux éléments qui influencent
I’écoulement moyen: la forme de la bathymétrie, le forcage induit par les vagues et le

frottement sur le fond.

Analyse dimensionnelle de I’équation de 1’énergie

L’analyse dimensionnelle de la relation (2.19) permet de déterminer les équilibres fon-
damentaux qui existent entre chacun des termes pris en compte par le modele hydrody-

namique.
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a. variation du débit

Dans la relation (2.19), l'ordre de grandeur de la variation du débit est pondéré par le

régime de ’écoulement:

L[ @@AOVQ)Y\ _ L.
L*.0 (W@'T) = F*

ou on introduit le nombre de Froude:

En milieu littoral, le régime d’écoulement est tres souvent sous-critique, c’est-a-dire que

les effets d’inertie sont prépondérants devant les effets dus a la gravité.
Il faut noter ici que l'ordre de grandeur est estimé pour un écoulement 2DH. Dans
une configuration 1DH, la loi de conservation de la masse (2.16) impose au débit de rester

constant.

b. variation de la profondeur

L’ordre de grandeur de la variation de la hauteur d’eau est influencé par le nombre de

Froude:

h

&
R
A~
—_
|

<
=

~__
Q&L

m) =1-—F*

c. variation de la bathymétrie

L’ordre de grandeur de la variation de la cote du fond ne dépend que du rapport entre

la déviation de la surface libre sur la profondeur de 1’écoulement:

L (@NVZ)\ %4 .
L.0<é. N )—F—(—l

ou on définit:

¢=Z
h*
La présence de vagues sur une bathymétrie variable engendre une déformation de la surface

libre moyenne. Celle-ci est enfoncée pres de la ligne de déferlement (set-down), par contre
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elle remonte et dépasse le niveau du plan d’eau au repos a proximité du haut de plage
(set-up). L’amplitude de ces variations verticales est souvent petite devant la profondeur
(nulle en milieu profond), donc l'ordre de grandeur de la variation de la cote du fond est

proche de I'unité.

d. forcage induit par les vagues

On montre que le terme de forcage est pondéré par le rapport de forme entre la hauteur
des vagues et la profondeur du milieu. Comme on I’a précisé dans le chapitre 1, la diffusion
latérale de la quantité de mouvement est faible devant les forces motrices induites par les
vagues. On considere donc que:

o(hF) = o (%ﬁ.é)

Or, on estime que les tensions de radiation sont de l'ordre de ’énergie des vagues:

1
_p*g*H*2 ~ p*g*H*2.10_1

o(S) = 3

ou H* est I’échelle de longueur représentative de la hauteur des vagues. On en déduit que:

1 Q -
L*o| ——=.hF | =~4*107"
ou on introduit le rapport de la hauteur des vagues sur la profondeur d’eau:
=

*

g

Ce nombre caractérise la croissance des vagues avant le déferlement (shoaling) puis leur
décroissance dans la zone de déferlement. Il tend vers zéro en milieu profond (au large)

et a la ligne d’eau, alors qu’il est maximum (v* ~ 1) a la ligne de déferlement.

e. frottement sur le fond

On montre que le terme de frottement est pondéré par le nombre de Froude et un
rapport de forme basé sur le produit du coefficient de frottement par la longueur des

bancs de sable rapportée a la profondeur du milieu:

1 Q 7 )
Lol =22 =¢F
<9h262 p)
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ou on définit le rapport de forme de la bathymétrie:

LG

5*
h*

On constate que le frottement est le seul processus dont le poids relatif (par rapport aux

autres processus cités) est directement influencé par la longueur d’onde des bancs de sable.

f. compétition entre les termes

A Taide de I'analyse précédente, on peut réécrire I'équation de I’énergie (2.19) sous la

o[ Q%@ V(@) . Q*\ @ V()
F*? (g/h'?’@' o ) + (1 = F) ((1 - W) oW ) +

Q/ ﬁ(Z}) 2 -1 1 ) I 2 1 Q/ 7?}
1) | =. =~*.10 — WF'| —§F; —.— 1(2.20
(< ) <Ql h/ g g/h/2 Q/ g/h/2 Q/ p/ ( )

On a mis en évidence quatre nombres adimensionnels pour estimer le poids respectif

forme:

des cinq termes de I'équation de I’énergie (2.19).

D’abord, le nombre de Froude est impliqué dans 'ordre de grandeur de trois de ces
termes. Le terme relatif au débit est le seul pondéré uniquement par le nombre de Froude.
Le terme relatif au frottement est pondéré en plus par le rapport de forme de la bathy-
métrie (0%), ainsi dans le cas ou 6* << 1, le terme relatif au frottement est négligeable
devant le terme relatif au débit. Le terme relatif au débit est lui-méme négligeable devant

le terme relatif & la profondeur si F*? << 0.5.

D’autre part, le terme relatif a la bathymétrie n’est influencé que par le nombre carac-
térisant la déformation relative de la surface libre devant la profondeur de 1’écoulement
(¢*). Enfin, le terme relatif au forcage par les vagues est uniquement pondéré par le rap-

port de la hauteur des vagues sur la profondeur (7).

Pour mieux appréhender I'influence de chaque terme dans ’équation de I’énergie, on

s’intéresse a un exemple de morphodynamique littoral. On considere les ordres de grandeur
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sulvants:

U"~1m.s , g -~ 10 m.s
h~1m , Z:=10"'m

L*~10*m , C;j~107° (2.21)
H' ~1m

Dans ce cas, le régime de I’écoulement moyen reste “largement” sous critique. Les différents

nombres adimensionnels introduits précédemment ont pour valeur:

F:Q ~ 10—1 ’ <* ~ 10—1 ’ 7*2

Q

Pour cet exemple, on obtient alors:

107
gh?*@Q p

Y

Q

Q

Q

Q

Q

~ 107!

10°

10°

L’analyse de I’équation de I’énergie (2.19) pour les données (2.21) montre qu’a faible

régime d’écoulement (F? << 1) , les termes liés & la variation de bathymétrie et de

profondeur sont du méme ordre de grandeur (10°). Les termes liés & la variation de débit

et au forgage induit par les vagues sont aussi du méme ordre de grandeur (107!). Enfin,

on constate que le terme lié au frottement n’intervient qu’a l'ordre 1072, dans ce cas il

serait négligeable devant les autres termes.
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2.5.3 Meécanismes mis en évidence par 1’équation des ondes de

sables

L’exploitation du modele de courant a permis d’analyser I’équation de 1’énergie et
I’exemple précédent illustre clairement qu’a petit nombre de Froude, la variation de pro-
fondeur est plus fortement liée a la variation de la bathymétrie que ne 'est la variation de
débit. Ainsi a partir de la reformulation du bilan sédimentaire (2.13), ce résultat permet
de relier quantitativement le terme relatif a la variation de profondeur (QtThg.@> en

fonction de la variation du fond et de termes d’ordre supérieur:

Q V(h) 1 Q V(Zy) ok @ V(Q)
QtTh@-T - - QtThl _ FT2 @ h Qt h1 _ FTQ Q Q
1 14,4 1 1497
+ Qt hl F h2 Q hF - QtTh—l — FTQ —gh2 é? (222)

oi1 'on a introduit le nombre de Froude local F.? = Q?/gh®.

D’autre part, ce résultat conduit a conserver le terme relatif a la variation de débit
(Qt g M) dans la relation (2.13). L'influence de la variation de débit sur la mor-
phodynamlque sédimentaire est cependant complétée par des termes d’ordre supérieur
introduits par la relation précédente (2.22).

Ainsi, a partir des relations (2.13) et (2.22), on obtient une relation baptisée “équation

des ondes de sable”:

aZf 1 Q V(Z) < E? ) Q V(Q)
—. = T Ty | = ——=
Qt hl—FTQQ h Q hl_F2 Q Q Q
1 10 . =
— T,————-———.hF 2.2
Qt hl—Fr2gh2Q h ( 3)

1 1097
T —x
+ Qt hl_F G20 3

Jusqu’ici et dans le cadre des hypotheses indiquées précédemment, cette relation donne
I’évolution du fond de maniere “complete”. Elle prend en compte tous les processus ini-

tialement modélisés par le couplage hydro-sédimentaire (2.12), (2.16) et (2.17).

Les analyses dimensionnelles précédentes du bilan sédimentaire et de I'équation de

'énergie ont montré que dans 'équation des ondes de sable (2.23) les termes (*) sont du
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méme ordre de grandeur et prépondérants devant les autres termes (**) et (***). C’est
pourquoi, dans la suite on détaille les différents processus intervenant dans la dynamique
des corps sableux qui sont mis en relief par ’équation des ondes de sable. Pour cela on
s’intéresse a des modeles “incomplets” qui distinguent 'effet respectif des différents termes

de I’équation des ondes de sable.

Effet d’advection non-linéaire induit par la forme de la bathymétrie

Le premier terme de I'équation des ondes de sable (2.23) met en évidence que le
mouvement des corps sédimentaires est influencé par un mécanisme lié directement a la
forme du fond. Ce mécanisme de dispersion des ondes de sable est mis en évidence par le

modele suivant:

0Zy Q1 @ =
T, =*t 2 N(Z,) = 2.24
o "h1-F’Q (Z) =0 (2.24)
aZf

ot Cy ; est la vitesse caractéristique de I'advection de la quantité Z;.

L’équation (2.24) permet de mettre en évidence la nature hyperbolique du comporte-
ment des ondes de sable et précise la vitesse caractéristique de 1’onde non-linéaire pour
des régimes d’écoulement largement sous-critiques.

La célérité des ondes de sable dépend de la vitesse moyenne des sédiments (Q;/h), de
la sensibilité du flux de sédiment en fonction a la profondeur (on rappelle que 7, < 0)
et du régime de I’écoulement. Cette vitesse non uniforme permet de prédire un mouve-
ment horizontal des corps sédimentaires dans le sens de 1’écoulement, lorsque le régime
d’écoulement est sous-critique (F, < 1).

De plus, comme la vitesse est inversement proportionnelle a la profondeur, la face
avant du corps sédimentaire se raidit lors du déplacement, alors que la face arriere tend
a s’allonger. Ce comportement est conforme au mouvement des bancs de sable dans un
courant uniforme observé dans la nature (figure 2.14a) et reproduit en canal (2.14b).

Cette onde non-linéaire illustrée sur la figure 2.15 se propage et se déforme en conser-
vant sa hauteur jusqu’a former une discontinuité. Au dela du choc, I'énergie de 1'onde
se dissipe. L’onde continue de progresser avec une face raide (onde de choc) et une face
réguliere (onde de détente) en perdant de I'amplitude (Lighthill (1978), [78]).

Pour illustrer l'effet précédent, on s’intéresse a un cas proposé par De Vriend (1987),

[33], dont on a simulé I’évolution morphodynamique. Il s’agit d’un écoulement uniforme
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Figure 2.1/ : Observation des ondes de sable dans le milieu naturel

et en laboratoire.

dans un canal sur un fond plat perturbé par une dune de sable sous-marine initialement
circulaire (figure 2.16a). Ce cas est décrit plus précisément dans le chapitre 3 dans la
partie consacrée aux validations du modele hydrodynamique. Ici, il s’inscrit parfaitement
dans les hypotheses de ’équation des ondes de sable car le régime d’écoulement est faible
(F,? =~ 0.25) et les effets de la houle sont négligeables (pas de vagues). L’évolution mor-
phodynamique de la dune selon le modele (2.24) est illustrée sur la figure 2.16b. Cette
simulation 2D confirme bien le comportement de la dune tel qu’il a été décrit ci-dessus en
1D.
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Figure 2.15 : Evolution spatio-temporelle du profil d’une onde non-
linéaire; selon De Vriend (1987), [32].
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(a) Forme initiale de la dune.

Errr

(c) Déformation en étoile a trois branches de la
dune suite aux effets 2D induits par la variation

du débit selon le modele (2.13).

(b) Advection non-linéaire de la dune selon le

modele (2.24).

(d) Evolution morphodynamique de la dune
apres couplage de 'effet d’advection et des effets

2D induits par la variation du débit.

Figure 2.16 : Illustration des effets majeurs mis en évidence par

I’équation des ondes de sable sur la morphodynamique

d’une dune dans un canal.
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Effet 2D induit par la variation de débit

L’équation des ondes de sable (2.23) met en évidence un deuxiéme mécanisme mor-
phodynamique du méme ordre de grandeur que I'advection mais de nature différente. Ce
mécanisme est controlé par la redistribution 2D des débits autour d’une forme sédimen-

taire. Ce mécanisme de diffusion des ondes de sable est modélisé par I’équation:

aZf F* ) Q V(@
=Q, ( — 7 o) 55 (2.25)
Ko

ou Ko < 0 car le plus souvent on a 7j, < 0 et Ty > 0.

Cet effet du a la variation du débit dans la direction de I’écoulement introduit essen-
tiellement un transport radial anisotrope centré sur le corps sédimentaire et n’introduit
aucun mouvement de translation général. Cet effet est inexistant en 1D car le débit est
conservé dans I’écoulement. Par contre en 2D et principalement sur des bathymétries com-
plexes, comme ’écoulement se réorganise autour des obstacles sous-marins, le débit d’eau
peut varier le long d’une ligne de courant.

Dans l'exemple du canal introduit précédemment, De Vriend (1987), [33], présente
Ieffet de transport sédimentaire transversal purement 2D comme issus de la divergence des
lignes de courant se produisant autour des corps sédimentaires. Il décrit ainsi la formation
d’une étoile a trois branches (figure 2.17a) a partir de la théorie des caractéristiques
appliquée au modele hydro-sédimentaire complet sous I’hypothese de surface libre rigide
(nombre de Froude tend vers zéro).

Ici, on montre que le débit diminue en passant sur I’obstacle puis réaugmente une fois
I'obstacle franchi alors que de chaque coté de l'obstacle le débit augmente (figure 2.18).
On constate alors que les lignes de courant sont tres peu déviées par la présence de la
dune, mais que la variation du débit, elle est remarquable. A partir de cette répartition
du débit et du modele (2.25) il est possible de décrire completement le bilan sédimentaire

qui contribuent a la déformation de la dune initialement circulaire (figure 2.16¢).

Comme ’a montré I'analyse de I’équation de ’énergie, les deux effets distingués pré-
cédemment (advection et variation du débit en 2D) sont du méme ordre de grandeur. On
a montré qu’ils agissent fortement sur I’évolution des corps sédimentaires, d'une part en
les déplacant dans I’écoulement et d’autre part en modifiant sensiblement leur géométrie.

02y pQ 1 Q
ot hl—FfQ

=

N(Zs) = Q, (Thl sz —TQ) %% (2.26)
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L]

(a) Forme de base du front (b) Expansion et advection de la forme dans le courant.

d’onde.

Figure 2.17 : Evolution d’une perturbation morphodynamique élé-
mentaire selon la théorie des caractéristiques dans le

cas ou le nombre de Froude tend vers 0; selon De

Vriend (1987), [33].

Le couplage de ces deux effets a partir du modele (2.26) est illustré sur les figures 2.16d
et 2.17hb.

Meéme si les autres termes de ’équation des ondes de sable sont quantitativement de
moindre importance, il est tout de méme indispensable de considérer leur influence sur

I’évolution des fonds sableux et principalement sur leur stabilité.

Compétition entre le forgage induit par les vagues et le frottement

La compétition entre le forcage par les vagues et le frottement sur le fond peut étre a
la base d’instabilités morphodynamiques. Dans ce cas, on s’intéresse a 1’évolution du fond

combinée selon le modele suivant:

=L - QT ———— < (nF - L 2.2
o = IR g (h p) (227)

J/

K
Dans le modele de courant 2DH, 'intensité du frottement est intimement liée au forcage,

I’évolution du fond est alors controlée par le signe du forcage résiduel K.
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Figure 2.18 : Mise en éuvidence de la déformation de la dune cir-
culaire a partir des zones d’érosion (Q YQ 0) et
d’accrétion (Q Y@ 0) déduites du champs de débit
par le modéle (225)

Dans le cas des instabilités de la plage dues au courant longitudinal présentées par
Falqués et al. (1996), [48], (§ 2.4.2), I'état de référence hydrodynamique correspond a
I’équilibre entre les forces motrices induites par les vagues et les forces résistantes dues au

frottement sur le fond:

Alors, dans les zones de ’écoulement ot le courant est plus rapide que le courant de réfé-
rence (75 > Tyg), I'érosion du fond est favorisée. Inversement, lorsque le forcage est plus
intense que le frottement, le fond est en accrétion. A priori ce mécanisme va dans le sens
de la stabilité de la plage: une sur-élévation du fond (une dune) engendrerait localement
une sur-vitesse, mais comme celle-ci induit une érosion localement plus intense, la plage
se trouverait lissée. Néanmoins, les effets induits par le forcage résiduel peuvent étre dé-
stabilisants car un déphasage peut apparaitre entre la perturbation de I’hydrodynamique

et la forme sédimentaire qui lui a donnée naissance.
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2.5.4 Evolution des bancs de sable dans un courant de dérive

longitudinal

Comme on I’a présenté dans le paragraphe 2.4.2, une plage initialement plane et balayée
par les vagues est sujette a des instabilités hydro-sédimentaires (Falques et al. (1996), [49],
[48]; Calvete et al. (2001), [20]). Sur la base d'une hydrodynamique simplifiée représentant
uniquement le courant de dérive induit par de la houle oblique, on présente la morpho-
dynamique des bancs de sable de faibles amplitudes en suivant le modele des ondes de

sable.

Courant de dérive forcé par la houle

On considere que la pente de la plage est de 2% et que la hauteur de la houle au large
est de 1.5 m. La longueur de la zone de surf est alors voisine de 100 m et on choisit un
courant de dérive maximum de l'ordre de 1 m/s . Sur cette plage plane de référence, on
suppose que le courant de dérive forcé par une houle oblique réguliere est en équilibre
avec les forces de frottement qui s’exercent sur le fond (cf. “Courant longitudinal sur une

plage plane” au § 3.4.2).

Evolution morphodynamique de la plage

Une fois la plage plane perturbée par des bancs de sable de faibles amplitudes (figure
2.19a), 'hydrodynamique sur la plage évolue autour de 1'état de référence. Ainsi, dans
cette configuration, le régime d’écoulement reste assez faible F,> = 0.1, et cela permet
d’exploiter le modele morphodynamique des ondes de sable dans son domaine de validité
(§ 2.5).

Sur la figure 2.19b, on observe que les ondes de sable initiales ont été transportées
dans le sens du courant de dérive. Les déformations verticale et horizontale des bancs de
sable sont dues essentiellement aux effets de convection non-linéaires. On peut distinguer
un fort raidissement de la face avant des ondes de sable dans la zone de surf, tandis que
plus au large, des ondes obliques et perpendiculaires a la cote avec des fronts plus doux

se développent.
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(a) morphologie perturbée et courant de (b) évolution de la plage apres 50 jours

référence

Figure 2.19 : Propagation des ondes de sable dans le courant de

dériwe induit par les vagues.

2.5.5 Limites du modele des ondes de sable

Le modele des ondes de sable est développé pour un écoulement forcé par les vagues
et dans le cas ou le courant est peu influencé par les vagues. L’hypothese de faible régime
d’écoulement (petit nombre de Froude) permet de bien distinguer les effets induits par
la variation de hauteur d’eau de ceux induits par la variation du débit; cette hypothese
est d’autant plus valable que I’écoulement est peu perturbé transversalement. Ainsi, on
montre que la vitesse d’advection des ondes de sable est faiblement affectée par les effets

induits par la variation de débit 2D, le forcage par les vagues et le frottement sur le fond.
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2.6 Conclusion

L’évolution de la morphologie du fond est obtenue en intégrant I’équation de conser-
vation du sédiment. Méme si on ne connait pas vraiment de loi universelle qui régit le
transport sédimentaire dans sa globalité, les flux de sédiment sont estimés localement en
fonction des conditions locales de houle et de courant. De ce fait, ’analyse physique des
interactions fluide-sédiment est synthétisée dans des paramétrisations du transport sédi-
mentaire a calibrer expérimentalement. L’abondance des modeles et des paramétrisations
visant a décrire le transport sédimentaire souligne les difficultés relatives a 1’évaluation
des flux de sédiment en présence de vagues et de courant moyen a partir des variables
hydrodynamiques moyennes.

La morphodynamique sédimentaire en milieu littoral résulte des couplages complexes
et des rétroactions qui existent entre le mouvement de ’eau induit par le courant et les
vagues, et le mouvement des sédiments. Pour étudier le comportement de la plage a des
échelles spatio-temporelles compatibles avec celles de la dynamique des bancs de sable, on
restreint la représentation de 1’écoulement cotier a un modele de courant moyen intégré
sur la verticale et quasi-stationnaire.

Pour comprendre les mécanismes qui se cachent derriere les couplages hydro-sédimentaires
non-linéaires et pour mieux expliquer la morphodynamique sédimentaire, on peut s’ap-
puyer sur I’équation des ondes de sable. Ainsi, en reformulant le modele morphodynamique
dans le cadre des faibles régimes d’écoulement, on obtient un modele qui permet de mettre
en évidence des comportements typiques des corps sédimentaires rencontrés dans la na-
ture. On est capable de remonter aux mécanismes hydrodynamiques qui controlent le
mouvement de translation (effet de forme) des corps sédimentaires et la redistribution
transversale (effet 2D) des sédiments. On met également en évidence les mécanismes hy-
drodynamiques qui favorisent les instabilités de la plage par compétition entre le forcage
induit par les vagues et le frottement sur le fond. Le modele des ondes de sable met donc
en évidence le caractere hyperbolique de la loi de conservation du sédiment et permet

d’orienter le choix des méthodes de résolution numérique.
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Modélisation numérique des courants

moyens induits par les vagues

3.1 Introduction

L’objectif de cette partie est de résoudre numériquement le modele de courant moyen

2DH a I’échelle de temps sédimentaire défini dans le chapitre 2 par les équations (2.6) et

(2.7):
0Q;
a—%? =0 (3.1)
0 (QiQ - 0Z, 108y
axj< h ) O; p Oz,
0 — (0U;
s

ou le courant moyen U est directement lié au débit total @, au débit apporté par les

vagues Q et & la hauteur d’eau moyenne h par la relation:

O =nl +

(3.3)

Qi
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En fait, pour faciliter le traitement numérique de ce modele mathématique, on réin-
troduit les dérivées temporelles. Cela revient donc a traiter le modele de courant moyen
initial défini par les équations (1.17) et (1.27) du chapitre 1. Ainsi, en adaptant le pas
de temps, le modele numérique permettra de résoudre les écoulements stationnaires et
instationnaires.

Pour alléger les notations, on omet la barre sur les variables moyennes. De plus, pour
éviter de confondre la notation indicielle utilisée précédemment avec les indices de la
discrétisation, on utilise désormais I’écriture symbolique des opérateurs en 2DH. Au final,

le modele hydrodynamique a résoudre se réécrit sous la forme:

— +V.Gg=0 (3.4)

24 V. (@@ —) + ghV(h+ Zg) + C4|U|U +
. L. o AT
~V. (Kmh([V®U} + Vel )) (3.5)
avec le débit total Q et le débit apporté par les vagues é:

G- Qu ot é _ C~2x
Qy Qy

Dans ce chapitre, on présente d’abord la discrétisation numérique des équations du
modele. Les variables recherchées sont é(m, y,t) et h(x,y,t). Dans ce chapitre, on considere
que le fond varie beaucoup plus lentement que I'hydrodynamique donc Z¢(x,y) est pris
comme une variable indépendante du temps lors du calcul hydrodynamique, elle serait
remise a jour uniquement lors du calcul morphodynamique. De méme, on suppose que
le champ de vagues n’évolue pas lors du calcul hydrodynamique, ou plus exactement,
qu’il est résolu indépendamment des courants moyens. Cela n’écarte pas pour autant une
possible rétroaction du courant du courant sur le champ de vagues.

Un couplage numérique original entre 1’équation de la loi de conservation de la masse
et la loi de conservation de la quantité de mouvement est mis en place pour supprimer la
hauteur d’eau des inconnues du probleme. L’application du schéma de discrétisation en
chaque noeud du domaine de calcul conduit a ’écriture d’un grand systeme linéaire creux

dont la solution fournit les débits. Le couplage numérique permet ensuite de mettre a
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jour directement la hauteur d’eau en fonction des débits. Dans la suite, on appelle termes
sources, tous les termes qui interviennent uniquement au second membre du systeme
linéaire.

Ensuite, on présente la méthode pour “inverser” la matrice de maniere itérative avec
un préconditionnement robuste. Les difficultés de préconditionnement du systeme linéaire
conduisent a 'optimisation du pas de temps pour obtenir le plus rapidement possible la
solution stationnaire du modele de courant moyen.

Enfin, on décrit plusieurs cas de validation pour déterminer les performances du modele
numérique. On vérifie que la méthode converge a 'ordre deux sur les solutions station-
naires. Par ailleurs, on note que cette méthode permet d’obtenir des solutions instation-
naires de bonne qualité en choisissant un pas de temps compatible avec la condition de
Courant-Fiedrichs-Lewy (CFL) du probleme physique.

On précise que les courants moyens obtenus en présence de la houle sur des plages com-
plexes sont forcés en fonction du modele de houle REFDIF (Kirby (1994), [72]; Castelle
(2001), [22]). Ce modele parabolisé permet de s’affranchir de conditions limites complexes
et le systeme tridiagonal formé par la discrétisation en différences finies est tres rapide a

résoudre.

3.2 Discrétisation numérique

La forme des équations de Saint-Venant 2DH se rapproche de tres pres des équations
de Navier-Stokes compressible en 2D. Cela permet de s’appuyer sur les techniques numé-
riques mises au point pour d’autres domaines d’application comme 'aéronautique (Hirsch
(1988,1990), [62], [63]; Yee (1987), [151]; Sod (1985), [121]; Leveque (1992), [77]).

Les discussions a propos de I'implémentation des schémas sur des maillages décalés ou
colocatifs sont ouvertes. Vreugdenhil (1990), [146], rapporte que I"approximation numé-
rique des solutions d’ondes pour les problemes hyperboliques assure potentiellement une
meilleure précision avec des méthodes colocatives qu’avec une discrétisation sur maillages
décalés car aucune interpolation n’est utilisée pour obtenir la valeur des variables au
noeud. D’un autre coté, 'approche non-colocative permet d’exprimer les flux de certaines
quantités directement sur les interfaces des volumes de controle. L’utilisation des maillages

décalés prévient également 'apparition d’ondes parasites et renforce ainsi la stabilité des
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schémas (Patankar (1980), [101]).

Pour le modele de courant moyen, il n’existe pas un unique schéma numérique, idéal
dans toutes les situations d’écoulements, et indépendant des effets rattachés aux nombres
de Froude ou de Reynolds, des effets liés au frottement sur le fond ou a I'importance des
tensions de radiations. La méthode numérique doit principalement respecter la nature
des équations différentielles qu’elle veut résoudre et tenir compte de conditions limites
cohérentes. La plupart des schémas numériques sont écrits pour la version linéarisée des
équations des milieux peu profonds, car les termes non-linéaires peuvent étre traités de
maniere découplée des autres et résolus par des techniques appropriées (Agoshkov et al.
(1993), [1]).

En premier lieu, la discrétisation temporelle fait I'objet de plusieurs approches telles
que la discrétisation explicite, (Peraire et al. (1986), [102], Vreugdenhil (1990), [146]),
semi-implicite, (Casulli (1990), [23]), et entierement implicite (Stelling (1984), [126]). Sur
les maillages structurés, les techniques de décomposition par direction (Alternate Direction
Implicit: ADI) sont souvent employées pour faciliter la résolution des méthodes implicites.
Elles permettent de réduire le probleme a la résolution d’un systeme tridiagonal, mais elles
sont difficiles & optimiser pour des configurations générales (Mitchell et Griffiths (1980),
[33]).

En ce qui concerne la discrétisation des dérivées spatiales, la principale caractéristique
des méthodes spectrales est que les solutions discretes sont cherchées dans des espaces
de polynomes de haut degré. En ce sens, la précision de ces méthodes n’est limitée que
par la régularité de la fonction a approcher. De méme, la méthode des éléments finis,
initialement développée pour I'analyse des structures mécaniques, s’appuie sur des bases
mathémathiques rigoureuses avec des conditions précises pour 'existence de la solution,
sa convergence et I’encadrement de 'erreur commise. Les schémas aux différences finies
en sont une famille des plus populaires car ils exploitent simplement des développements
limités a un certain ordre. Ainsi, la méthode des volumes finis, par une discrétisation
directe de la forme intégrale des lois de conservation inhérente a la mécanique des fluides,
est un bon compromis entre les deux précédentes.

Enfin, le traitement des conditions limites est particulierement important pour ré-
soudre le modele discret. En dehors des conditions limites caractérisant plus spécialement
les obstacles comme les conditions de glissement ou d’adhérence, les conditions limites
libres pour les problémes d’ondes sont au coeur de nombreux travaux de recherche (Or-
lanski (1976), [98]; Thompson (1987), [135]; Guo et al. (1995), [60]; Tang et al. (1996),
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[132]). Cependant, le traitement de cette condition ouverte pour les problemes station-
naires en implicite est moins abordé (Giles (1990), [57]; Agoshkov (1993), [1]). La théorie
des caractéristiques est a la base de la plupart des formulations des conditions limites
ouvertes mais elle n’est pas toujours applicable facilement. Pour réduire 'influence des
limites sur le phénomene que 'on analyse, on augmente la taille du domaine de calcul, ou

bien on utilise des conditions limites périodiques.

Pour déterminer la solution stationnaire du modele de courant (3.1) et (3.2), on a choisi
une résolution par volumes finis entierement implicite sur un maillage a grilles décalées

(vecteurs, scalaires).

3.2.1 Discrétisation temporelle implicite

La méthode implicite consiste a résoudre chaque terme des équations du modele au
méme instant. L’avantage des méthodes implicites réside dans la souplesse d’utilisation
puisque ces méthodes ne sont pas soumises au critere CFL selon lequel la progression des
ondes est limitée a moins d’une maille par pas de temps. On est donc en mesure de “filtrer”
les phénomenes physiques contenus dans les équations par le choix du pas de temps dans
la discrétisation temporelle. En utilisant des grands pas de temps, l'opérateur % perd
de I'importance dans les équations et on tend rapidement vers une solution de moins en
moins dépendante du temps. Par contre , si on souhaite décrire un régime transitoire, il
faut respecter la CFL du probleme.

Dans la suite, on présente deux discrétisations temporelles, a I’ordre 1 et 2, pour insister
sur son impact au niveau de la discrétisation des termes non-linéaires et du couplage
numérique entre I’équation de conservation de la masse et ’équation de conservation de
la quantité de mouvement. Au final, la méthode a l'ordre 2 est retenue pour obtenir la

solution stationnaire des courants moyens.

Conservation de la masse

On choisit de discrétiser tous les termes de 1'équation de conservation de la masse (3.1)

tn-i—l

a l'instant , ou la variable de temps t est discrétisée avec un pas de temps dt constant,

et le n'™¢ pas de temps est défini par t" = ndt.
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a. terme inertiel

On définit la méthode (H:1) par la discrétisation décentrée a l'ordre 1 en temps du

terme inertiel:

+ o(dt) (3.6)

Oh]"  prl—pn
ot N dt

ol o(dt) signifie que les termes tronqués sont au moins proportionnels a dt.

La méthode (H:2) est quant a elle définie par la discrétisation décentrée a I’ordre 2 en

temps du schéma Gear:

+ o(dt?) (3.7)

OR)"™" LA — 2k — 0.5k
ot - dt

b. bilan de flux

Le bilan spatial des débits liquides & I'intant ¢"*! est donné par:

[ﬁ.@} g (3.8)

Conservation de la quantité de mouvement

Comme pour la conservation de la masse, on choisit de discrétiser tous les termes de

I’équation de conservation de la quantité de mouvement (3.2) & l'instant "+

a. inertie

Comme précédemment, on peut définir une méthode a 'ordre 1 (Q:1) et une méthode
a lordre 2 (Q:2) basée sur la discrétisation décalée du terme inertielle. Dans la méthode
(Q:1) donne:

el = +olan) (3.9)

o0 el gt — Gn
dt

Avec la méthode (Q:2), on obtient:

S n+l = N -
[(9@] 155G —2G" — 0.5G" + o(dt) (3.10)

ot dt
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b. convection

Le terme convectif est non-linéaire par rapport a (). Pour le résoudre implicitement,

on doit I'exprimer par une relation linéaire de I'inconnue Q" *:

- n+1 N
V.0 @ ~V. 0" e @ (3.11)
h h
Pour exprimer la vitesse [%] de fagon indépendante de C?”H, on définit la méthode

(NL:1) par I'approximation de cette vitesse a l'ordre 1:

al' _a _1d
hl A | h

L’approximation de cette vitesse a 'ordre 2 définit la méthode (NL:2) et permet d’obtenir:

+ o(dt) (3.12)

n+1

+ o(dt?) (3.13)

Q@ a _[d
R

E o hn hn—l

Remarque: de part la non-linéarité du tenseur Q®% avec les variables de résolution, ce
tenseur symétrique par définition n’est pas discrétisé de maniere strictement symétrique.

Les termes croisés sont donnés par :
o %] 2 e [ (3.14)

Seule la solution stationnaire du probleme fait apparaitre I’égalité de ces termes.

c. pression hydrostatique

Le terme lié a la force de pression hydrostatique est non linéaire par rapport a h.
Pour résoudre le terme de pression hydrostatique implicitement, on doit 'exprimer par

une relation linéaire de I'inconnue h"+!:
= n+1 = 1
[ghV(h + Zf)] ~ gh*V (" + Z)) (3.15)

De ce fait, la hauteur A* doit s’exprimer de facon indépendante de h"!. L approximation
de h* a l'ordre 1 (méthode NL:1) permet d’obtenir:

h* = h" = h"" + o(dt) (3.16)
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L’approximation de A* & l'ordre 2 (méthode NL:2) permet d’obtenir:
R* = 2h"™ — A"t = T 4 o(dt?) (3.17)

Le terme gh*ﬁh’"“rl est résolu implicitement en fonction de la hauteur d’eau, alors que

le terme gh*VZ ¢ intervient dans le terme source lors de la résolution.

d. frottement sur le fond

L’expression retenue (§1.3.1) pour modéliser la force de friction sur le fond est non
linéaire par rapport a la vitesse du courant moyen U. Pour résoudre le terme de frotte-
ment sur le fond implicitement, on doit I’exprimer par une relation linéaire de 'inconnue

principale Q"1

-

=17 Nyt A U
[C}HUHU} ~ K Q™ — Q) avec Kj= | H

th

(3.18)

On exprime le rapport [K¢]* de facon indépendante des variables Cj”“ et K"t L’approxi-
mation de [Kf|* a l'ordre 1 (méthode NL:1) permet d’obtenir:

Kj= K} =K;™ + o(dt) (3.19)
L’approximation de Ky a I'ordre 2 (méthode NL:2) permet d’obtenir:
Kj=2K} — K§~' = Ki* + o(dt?) (3.20)

Le terme de frottement est résolu implicitement en fonction du débit liquide total

tandis que le terme de frottement lié¢ a la houle intervient dans le terme source du modele.

e. diffusion latérale turbulente

Le modele de diffusion latérale turbulente présenté précédemment (§1.3.3) est non-
linéaire. Il dépend a la fois du courant moyen U et de la hauteur d’eau h. Pour le résoudre

implicitement, on doit exprimer par une relation linéaire de I'inconnue principale Q"

% (ko ([$ 0] + ¢ ]))}
~ V. ([Kmh]* ([ﬁ@ ﬁ*} + [ U*]T)) (3.21)



3.2 Discrétisation numérique 85

avec le coefficient de mélange [K,,h]* = [K,,h|" ™ et le courant moyen:

—

U‘* _ Qn+1 _ Q - U‘n+1

. (3.22)

On doit exprimer [K,,h]* et 7= de facon indépendante des variables Qrtl et At

L’approximation a l'ordre 1 (méthode NL:1) permet d’obtenir:

(K h)* = [Knh]" = [Knh]" ™ + o(dt) (3.23)
1 1 1
ﬁ — m = ] + o(dt) (324)

L’approximation a l'ordre 2 (méthode NI:2) permet d’obtenir:

[Kph|* = 2[K,h|" — [K,h]" ™' = [K,h]" T + o(dt?) (3.25)
1 1 1 1 )
E = Qﬁ — hn—l == h”+1 + O(dt ) (326)

Le terme de diffusion turbulente est résolu implicitement en fonction du débit total

tandis que le terme lié a la houle intervient dans le terme source du modele.

f. tensions de radiation

Le terme de tensions de radiation dépend du champ de vagues calculé par REFDIF.
Comme il ne s’exprime pas directement en fonction de la variable de résolution, il intervient

uniquement dans le terme source du modele.

3.2.2 Couplage débit total - hauteur d’eau

La discrétisation implicite du modele de courant (3.4) et (3.5) revient a résoudre les
inconnues (Q;f“,@;“,h”“) en fonction de la solution aux instants précédents. Pour

simplifier la présentation du modele, on se limite aux méthodes (H:1,Q:1) pour les termes
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inertiels. Le systeme a résoudre est alors basé sur les équations suivantes:

hn—i—l — Q" oo
S+ Vg =0 (3.27)
Cjn-l—l B Cjn = n+1 —Q ) 7/ 1n+1 * An+1
= 4+ ¥ @ |E| ) +| gV |+ K54
= - T
. . n+1 . n+1
v [[Ve Y| 4 Ve @
h* h*
le - - 1. =
= V.5 -9z + KiQ - V.1 (3.28)
avec
- Q o1
T = p|K,,h]* = VA
K] ® T IVeS

Pour optimiser la résolution numérique, au lieu de résoudre le systeme de 3 équations
sur les 3 inconnues (Q,,Qy,, k)"t d'un seul bloc, on résoud le systéme a 2 inconnues
(Qu, Qy)" T formé par les 2 équations de la quantité de mouvement horizontale (figure
3.1).

Le couplage entre le débit et la hauteur d’eau est défini de maniere linéaire a travers
’équation de continuité discréte (3.27). On substitue A"*! dans (3.28) par une relation
uniquement dépendante de la variable de résolution @”“. Concretement, on reformule le

gradient de la surface libre en fonction du bilan des débits:

gh*V(h") | = gh*V (h") — dt gh*V (V.Q"Y) (3.29)

Dans ce cas, la hauteur d’eau A" est remise a jour apres chaque itération en fonction de

la solution (Q,,@,)"*! calculée précédemment:
R = Bt — dt V.QM ! (3.30)

Remarque: cette méthode de renforcement des couplages internes ressemble a la mé-
thode du Lagrangien Augmenté (L.A.). Fortin (1982), [50], précise que 'algoritme L.A. a
été élaboré dans un premier temps pour résoudre le couplage vitesse/pression induit par
les équations de Navier-Stokes pour un écoulement incompressible. La distinction entre
la méthode L.A. et la méthode utilisée ici est forte puisqu’on ne cherche pas a imposer
la contrainte ﬁ@ = 0 a chaque pas de temps. Cependant, lorsqu’on recherche la solution
stationnaire du modele hydrodynamique, on peut introduire la notion de résolution sous

contrainte puisque I’équation de continuité stationnaire doit vérifier 6@ = 0.
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l,_r:l-" ' Couplage
. ". el | itz < ¢aii | -
Bl | ] i .
r # ! m— |
hr-'i -k ¥ 1‘:|"|

Figure 3.1 : Illustration de la réduction du systéme a résoudre di
au couplage numérique entre le débit et la hauteur

d’eau.

3.2.3 Discrétisation spatiale

Volumes finis

Sous certains aspects, la méthode des volumes finis peut étre considérée comme la
méthode des différences finies appliquée a la forme conservative des lois de conservation
différentielles écrites dans un systeme de coordonnées arbitraire; c¢’est aussi une variante
de la formulation faible par éléments finis.

La méthode des volumes finis est la technique par laquelle la formulation intégrale
des lois de conservation est discrétisée directement dans ’espace physique. Les lois de

conservation intégrales définies par:

§/¢m+fﬁﬁ:/3m (3.31)
ot Jo r Q

sont écrites directement pour un élément de volume discret 2 = €2, ; appelé volume de

controle. Apres division par €2, ;, la discrétisation de (3.31) est donnée par:

a 1 - -
a(q’m) to- > (FI)iy =Ry, (3.32)
Z?]

interfaces

ou ®;; (resp. R, ;) est la moyenne de ® (resp. R) sur Q. Pour un volume de controle
cartésien €Q; ; = dx; ;dy; ;, la discrétisation (3.32) devient:
0,  Foivis—Feicty  Fyiges — L

yij—4
=R;; 3.33
at + dxi,j + dyiJ " ( )

La méthode des volumes finis est particulierement souple d’utilisation car elle permet
de controler les regles et la précision pour I’évaluation des flux au travers des surfaces de
controle. Le flux numérique F = (F,, F,) est évalué aux interfaces des volumes de controle

(1 + %, j=+ %) en fonction des valeurs voisines de ® ou directement par un interpolation
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des valeurs voisines du flux. De plus, la consistance de I’équation (3.33) impose que le flux
numérique évalué en fonction d'une seule valeur de ® (ou du flux) soit égal a la valeur du
flux exact en ce point.

La propriété fondamentale de cette méthode numérique est donc de conserver a chaque
instant les quantités de base (masse et quantité de mouvement). Le flux est associé a
chaque interface des volumes de controle tandis que sa direction est imposée par la nor-
male au volume de controle concerné. Ainsi, lorsque le domaine de calcul est entierement
découpé en volumes de controle dont les interfaces sont communes, le schéma numérique
écrit sous la forme (3.32) ou (3.33) est conservatif. En effet, si on considere la réunion de
plusieurs volumes de controle, la contribution des flux s’annule sur les interfaces internes
(figure 3.2).

Le théoreme de Lax et Wendroff (1960) garantit que lorsque la solution ®; ; de (3.33)
converge presque partout vers une fonction ® pour des pas de temps et d’espace tendant

vers zéro, alors ® est une solution faible de la loi de conservation locale:

0P

4+ V.F=R
5tV

et vérifie la condition de Rankine-Hugoniot en présence de discontinuités (annexe C).

B aval

Figure 3.2 : Illustration de la conservation des fluxz par la méthode

des volumes finis.

Maillage décalé

La résolution implicite sur un maillage colocatif peut entrainer des oscillations de la
solution. En fonction de la discrétisation employée, Patankar (1980), [101], montre sur
le cas de I’équation de continuité qu’on peut obtenir une solution totalement erronée. Le

maillage décalé permet alors d’améliorer la stabilité du schéma numérique.
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Les variables sont donc repérées sur des grilles différentes en fonction de leur nature
(scalaire, vecteur). Par exemple, les variables h;;, Q. et Qi ; sont repérées par les

mémes indices mais leur localisation géométrique est différente (figures 3.3 et 3.4).

P> : noeud vectoriel suivant x
A : noeud vectoriel suivant y
o :noeud scalaire

y — : limite du domaine
o o
A A A
=MM: NORD > > > o
A A A
i > > » o
A A A
=
a &
s w
[e)
=1 1 SuD » - »—
X
A A A
i=1 i i=LM
Noeuds supplémentaires pour les conditions limites

Figure 3.3 : Schéma de définition du domaine de calcul.

On détermine les variables scalaires (hauteur d’eau, viscosité, etc.) sur la grille de
référence. La grille scalaire est définie par un maillage cartésien non-uniforme dont les co-
ordonnées d'un noeud sont définies par (xg;, yg;) pouri = {1,..., LM} et j = {1,.., MM},
ou LM et MM sont les indices des noeuds extremes. Les interfaces du volume de controle
scalaire sont placées a la demi-maille, entre deux noeuds scalaires. Les interfaces sont alors

positionnées en abscisses et en ordonnées par:

vo, — B9 + Zgi
o 2
yei — ygj—12+ Yg;

Le volume de controle scalaire est donné par €2, ; = dxc; jdyc; j avec:

dxc; = xciy 1 — ¢
dyci = ycjt1 — yc¢;

L’ensemble des interfaces des volumes de controle scalaires forme alors un maillage
cartésien décalé sur lequel on place les inconnues vectorielles ® (débits, vitesses, etc.).
Plus précisément, on place les composantes longitudinales ®; ;.7 = @, ; en (x¢;, yg;), sur

'interface de normale ¥ et alignées avec les noeuds scalaires pour i = {1,..., LM, LM +1}
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et j = {1,..., MM}. Les composantes transversales <13ng = ¢, ; sont positionnées en
(xgi,yc;), sur Uinterface de normale ¢ et alignées avec les noeuds scalaires ¢ = {1, ..., LM}
et j={1,... MM, MM + 1}.

Les volumes de controle des composantes longitudinales et transversales sont définis

respectivement par €, ; = dxc; jdyg; ; et Q,; ; = dxg; jdyc; ; avec:

dxg; = xgit1 — T9;

dyg; = Ygj+1 — Y9;

Les noeuds vectoriels qui se trouvent a 'extérieur du maillage scalaire servent a prendre

en compte les conditions limites du modele (figures 3.3).

= o veoices sobasni ©
& rowsl veclored pukeend p
a noeu womlaics

L L

duifi)
o »- - “
A A A
il o '? o+ - ] 2
[ 4 A
' »- & | 3 &

Figure 3.4 : Schéma de définition du maillage décalé.

Interpolations

On considere que la solution est uniforme a l'intérieur d’'un volume de controle. Il
est donc nécessaire d’utiliser des interpolations pour évaluer certaines quantités sur les
interfaces des volumes de controle. On utilise des interpolations linéaires entre les noeuds

de référence des volumes de controle pour une évaluation d’ordre 2 en espace a l'interface
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Sur la figure 3.4, on distingue quatre positions types sur le maillage:
99,5 ( )
cgij ¢ | )
gcij + (%gi,ycj)
ccij : )

Les interpolations du scalaire ¢ sur quatre positions types sont définies par:

Ologi; = Piy
Qi1+ Dy
q)lcgi:j #
D|yei %
® Qi1+ Pij 1+ P+ Dy
|cci,j

4

Pour le vecteur 5, les interpolations de la composante vectorielle longitudinale ®, sur

trois positions types sont définies par:

D, 5.drgiv1 + Ppigr;-drg;
2.dxc;

P, |ggi,j

Dylegiy = Puiy
Dpiji1+ Do
2

(I)x|cci,j -

et les interpolations de la composante vectorielle transversale @, sur trois positions type

sont définies par:

Dy i.dygivr + Pyijr1.dyg;

Dyl
ylgge,)

2.dyc;
Dylgei; = Pyij
o Py Py
ylecij = 5

Remarque: les interpolations décrites ci-dessus sont d’ordre deux sur un maillage uni-
forme, et selon Hirsch (1988), [62], cet ordre peut étre conservé pour un maillage non-
uniforme qui reste suffisamment régulier. Cependant, une meilleure définition des inter-
polations peut étre faite en se basant sur une interpolation bilinéaire de la solution a
I'intérieur du volume de controle. Dans ce cas on utilise des fonctions d’interpolation

typiques des éléments finis.
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Conservation de la masse

L’équation de conservation de la masse (3.27) est discrétisée sur le volume de controle

scalaire 2 ;.

a. inertie

Pour le schéma temporel (H:1), le terme inertiel est déterminé par:

1 0 hntl _ g
— hd) = =L
Q;; 0t /QJ dt

b. bilan de flux

Le bilan de flux est donné par:

n+1 _ n+l n+1 n+1

1
Q'L,]

= = ri+1,j xi—1,5 i,7+1 1,7
% Qn—i-l. dlT = J J + YyuJ YyuJ
I dxc; dyci,;

Le couplage débit-hauteur d’eau est réalisé numériquement par la relation suivante:

h:;.l _ h:z-dt( xit+1,j zi—1,j + yij+l  Wyij (334)

n+l  _ n+l n+1 n+1
dZBCiJ' dyCiJ'

Conservation de la quantité de mouvement suivant ¥

L’équation de conservation de la quantité de mouvement (3.28) est projetée sur la
direction ¥ et discrétisée sur le volume de controle vectoriel des composantes longitudinales
Qg ;. Pour cette discrétisation, le schéma centré fait intervenir localement 9 inconnues.

L’ensemble N, de ces 9 noeuds de base est illustré sur la figure 3.5.

K > x R

. hlJ-_ i h'l . '}. - .I':Ii ety i e

e v du rarod

ﬁ.r ﬂ" " e iy RS
TR

Figure 3.5 : Schéma de définition du schéma suivant x.
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5 noeuds principaux concernent directement les inconnues Q7! tandis que 4 noeuds
supplémentaires permettent de rendre de compte des couplages transversaux avec les

inconnues Q"

Q= Qi Qo = Qi
Q2 = ;L—ziilj Q7 = Z;r—lla
Qs = Z—zi_—llj Qs = ZleH
Qi = Qyijin Q = Qi
@ = Z;‘r,yl'—l

Le schéma de discrétisation général du modele de courant suivant ¥ s’écrit:

5

9
=6

kesz p:l

ou les coefficients de pondération M,,, M,; et le second membre D, sont déterminés en

fonction de chacun des termes discrétisés.

a. inertie

Pour le schéma temporel (Q:1), le terme inertiel est déterminé par:

1 9 ntl_ono
el LAdQ = 2B T 3.36
Qpij 8t/9 @ dt (3.36)

x1,]

Le terme inertiel vient pondérer uniquement le noeud central du schéma et le second

membre du schéma. Le terme (3.36) se met sous la forme:

anlQl - Da:c

b. convection

Le terme convectif est donné par:

: 7{ Far - Lalwis = Felggiong | Fylecijnr = Fyleciy (3.37)
Qxi,j r dxgm dyci,j
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avec

Qulggi]”

_ +1 x199%,J

Fx|ggi,j - nggi,g{ B . }
Z?]

n 1 )
Fy|cci,j = T C;;l] [Qy|cci,j E ‘ ] (338)
cci,j

Le terme convectif ne vient pondérer que les noeuds principaux du schéma puisqu’en

utilisant les interpolations, la discrétisation du terme convectif se met sous la forme:

5
Z bep@p
p=1

c. pression hydrostatique

Le terme de pression hydrostatique est donné par:
1 0P D, — D, g
h'—dQ) = gh'|e—2—" 3.39
Qyig /QH I o 9 ey dxgi,j (3.39)

avec
e .
(I)m - hi,j + wa

olt A" est donné par la discrétisation (3.34). La contribution de la forme du fond Z;
n’intervient qu’au second membre du schéma. La discrétisation du terme de pression

hydrostatique se met sous la forme:

3 9
Z chp@p + Z chlQl - Dcx
=6

p=1

d. frottement sur le fond

Le terme lié a la force de friction sur le fond est donné par:

1 * k
. / K3®, d0 = K}y, (3.40)
xi,] JQ

xi,j

avec

D= ijl + Quiy
La contribution du débit total Q" vient pondérer uniquement le noeud central du
schéma, tandis que la contribution du débit induit par la houle @x n’intervient qu’au

second membre du schéma. La discrétisation du terme de frottement sur le fond se met

sous la forme:

delQl - de
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e. diffusion turbulente

Le terme de diffusion turbulente est donné en suivant la discrétisation (3.37) avec:

Fxlggi,j _ 2'[Kmh]z]’ ;i+10,ljx;U;z',j
Fy|cci,j _ [Kmh]*|cci,j (U;i,j;yg;i,j—l U;i,j;xggi—l,j) (3'41)
ot la vitesse U* est définie par:
Usg = 2| (@) - Qe (3.42)
cg,J
= ] @ Qe (3.3

La contribution du débit induit par la houle Q n’intervient qu'au second membre du
schéma, par contre, la contribution du débit total permet de coupler les 9 noeuds du

schéma. La discrétisation du terme de diffusion turbulente se met sous la forme:

5 9
Z Mxepr + Z MxelQl - Dem
=6

p=1

f. tensions de radiation

Le terme de tensions de radiation est donné en suivant la discrétisation (3.37) avec:

1

Fx' nj _Sxx| 1,7
993 P 993
1
Fy|cci,j = ;Sxy|cci,j (344)

Le terme de tensions de radiation induit par la houle n’intervient qu’au second membre

du schéma. La discrétisation du terme de diffusion turbulente se met sous la forme:

—Dy,

Conservation de la quantité de mouvement suivant

L’équation de conservation de la quantité de mouvement (3.28) est projetée sur la
direction ¥ et discrétisée sur le volume de controle vectoriel des composantes longitudinales

2 ;. Comme pour la discrétisation suivant Z, le schéma est discrétisé par une méthode
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Figure 3.6 : Schéma de définition du schéma suivant y.

centrée qui fait intervenir localement 9 inconnues. L’ensemble NV, ;, de ces 9 noeuds de base
est illustré sur la figure 3.6.

5 noeuds principaux concernent directement les inconnues QZ“ tandis que 4 noeuds
supplémentaires permettent de rendre de compte des couplages transversaux avec les
inconnues Q""!. Elles sont baptisées de la méme fagon que sur l'axe 7 car les relations

géométriques entre les noeuds sont identiques:

@ = o Qu = Q)
@Ry = Z;Zrlly Qu = Zﬁu
Qs = Qi Qi = Qi
Qs = QZ:}-‘,-I Qi3 = Q;L-z!_—i}l,j—l
Qs = Z;fal'—l

Le schéma de discrétisation général du modele de courant suivant g s’écrit:

5 13
> MyQe=Y M,,Q,+ > M,Q =D, (3.45)
keENy p=1 =10

ol les coefficients de pondération M,,, M,; et le second membre D, sont déterminés en

fonction de chacun des termes discrétisés.

La démarche est similaire a la discrétisation suivant Z (cf. annexe F).

3.2.4 Conditions limites

Une des difficultés majeures de la simulation numérique est de résoudre correctement

le probleme dans un domaine de calcul borné en espace. Pour cela, on doit formuler des
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conditions aux limites sur tous les bords du domaine et une condition initiale. Au sens de
Hadamard, les conditions pour qu’'un probleme soit bien posé sont établies si la solution
dépend de facon continue de la condition initiale et des conditions limites. C’est-a-dire
qu'une petite perturbation de ces conditions n’engendre qu’'une petite variation de la

solution en un point du domaine de calcul situé a une distance finie des frontieres.

On applique le modele de courant sur tous les noeuds vectoriels qui se trouvent a
I'intérieur du domaine de calcul. Le couplage spatial de plusieurs inconnues nécessite de
fermer le modele par des conditions limites sur les bords de I'espace de résolution discret.
La limite du domaine numérique est matérialisée par une ligne de noeuds scalaires, on doit
alors résoudre les équations du modele et vérifier la condition limite sur la frontiere entre
deux noeuds scalaires. La condition limite est appliquée localement sur le “noeud vectoriel
limite”. Le décalage des inconnues vectorielles introduit également un décalage du noeud
limite. Ainsi, dans la direction normale a la frontiere, le noeud limite correspond au noeud
vectoriel supplémentaire extérieur au maillage scalaire. Dans la direction tangentielle, le

noeud limite se trouve directement sur la frontiere entre les noeuds scalaires (figure 3.3).

Traitement des limites

Les conditions limites “classiques” de type Dirichlet, Neumann ou périodiques sont fa-
cilement implémentées dans la résolution implicite. Pour les conditions limites ouvertes, le
découplage effectué entre le temps “physique” et le temps “numérique” lorsque CF L >> 1,
ne permet pas d’exploiter efficacement la théorie des caractéristiques (annexe D). Les
conditions limites “ouvertes” sont alors traitées a ’aide des conditions classiques en véri-
fiant la réalité physique de I’écoulement. De ce fait, on utilise un domaine de calcul plus
grand pour limiter I'influence des conditions limites ouvertes mal écrites sur les phéno-
menes physiques que ’on souhaite observer.

Généralement, le schéma de discrétisation des conditions limites s’appuie directement
sur les 9 noeuds de base (N;) exploités dans la discrétisation du modele de courant. Ce-
pendant, pour réaliser certaines conditions limites (conditions périodiques, interpolations
décentrées, etc.), il est nécessaire de rajouter des couplages avec des noeuds différent du
schéma de base (N;). Ce rajout local de dépendance est a limiter le plus possible car il

change le conditionnement du probléeme et complique la résolution numérique finale.

La discrétisation des conditions limites pour la direction ¥ et 7 s’écrit sous la forme
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générale:
Y LaQw = E (3.46)
kENIbUst
Yo LyQe = By (3.47)
keNybuNys

ou les coefficients de pondération L , et le second membre E. sont déterminés en fonction

du type de la condition limite discrétisée (cf. annexe F).

3.3 Résolution numérique

Comme on I’a vu dans I’étape de couplage débit liquide-hauteur d’eau, la résolution du
modele de courant se ramene a la résolution d’un systeme de deux équations aux dérivées
partielles dont les 2 inconnues Q" et QZH sont couplées. Les discrétisations spatiales de
ces deux équations sont données par les schémas (3.35) et (3.45), et des conditions limites
associées sont données par les schémas (3.46) et (3.47). Le probleme complet se traduit

donc par deux relations discretes a résoudre localement en (i, j):

n+1 n+1 n+1
AI 1,i,jQxi,j + AIQ,i,jQxH-l J + A$37l7]sz 1,5 + A$477'7]Q$’L J+1 + A$57iJQxi,j—l

+ xG,z,]QyZ] + Ax?z yz—l j + AxS Z,JQ z]—i—l + A9E97Z7J Z—z“r—ll,j—i-l

+ Aprni Q5+ AersiiQuily, s = By (3.48)
Ayrig@yts + Ay Qpfl  + 93717]Qyz 1 T Ay Qi + AysiQyt i

+ Ay10Q0) + Ay Qi+ Ao Q0+ A1z Qi

+ 914717]Qyz+k J +Ay 15:%]Qyz kpg — By@j (349)

ou les coefficients en facteur des inconnues locales et les seconds membres sont déterminés
en fonction du modele général et des conditions limites (Ay = My + Ly et By, = Dy + Ey.).

Pour résoudre le probleme global sur tout ’écoulement, les relations locales (3.48) et
(3.49) doivent étre résolues en méme temps. On range toutes les inconnues ngjl et QZT;
dans un unique vecteur x défini par:

2(l) = Quiy pour =i+ 1+ (LM +1)
2(l) = Qyi; pour [ = (LM +1)(MM +1)i+ 1+ j(LM +1)

avec (0,0) < (i,7) < (LM, MM).
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La solution discrete du modele de courant correspond a la solution du systeme matri-

ciel:
Axr =0 (3.50)

Pour le résoudre, il est indispensable d’utiliser des méthodes numériques rapides et
robustes. Méme s’il existe de plus en plus de bibliotheques mathématiques installées sur
la plupart des ordinateurs et qui offrent de nombreux programmes de résolution, la mise
en oeuvre d'un algorithme n’est pas aussi directe. Le choix d’une méthode repose sur
différents criteres: généralité d’application, précision, stabilité vis a vis des erreurs d’ar-
rondi, rapidité de calcul, volume de la place mémoire, etc... Chacun de ces criteres a un
poids qui dépend du probleme a traiter et du type d’utilisation envisagée. Saad et Van der
Vorst (1999), [111], proposent un condensé des principaux développements, en matiere de

méthodes itératives pour résoudre les systemes linéaires.

3.3.1 Grands systemes linéaires creux

La figure 3.7 montre une écriture condensée de toutes les équations sous forme matri-
cielle. On remarque que des modifications locales de la discrétisation peuvent entrainer
une augmentation du nombre de diagonales non nulles et rendre ce grand systeme linéaire
creux plus difficile a résoudre; c’est le cas des conditions limites périodiques.

Pour minimiser la mémoire utilisée, la matrice COEF ne contient que les diagonales
non nulles de A. Par contre, on définit un nouveau vecteur (IOF F(l)) qui contient les
décalages de chaque diagonale par rapport a la diagonale centrale. COEF et IOFF
permettent ainsi de réaliser le produit matrice-vecteur sans prendre en compte la multitude
de zéros présents initialement dans le systeme linéaire. Cette facon de ranger les matrices
creuses n’est pas unique, Théodor et Lascaux (1986), [133] en présentent d’autres. Une fois
que la matrice des coefficients (COEF') est remplie, et que le second membre (b = RHS)

est mis a jour, on doit résoudre:
COEF «SOL = RHS

Ici encore la méthode n’est pas unique, Théodor et Lascaux (1987), [134], Saad et Van
der Vorst (1999), [111], exposent les principales méthodes employées dans la résolution

des systemes linéaires en général.
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3.3.2 Préconditionnement et solveur
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Figure 3.7 : Représentation matricielle du systéme linéaire creuz
issu de la discrétisation; (—) diagonale non nulle,
(— ——) diagonale spécifique aux conditions limites pé-

riodiques.

Le plus souvent, la résolution du systeme linéaire par inversion de la matrice est trop

cotiteuse en temps de calcul. Une stratégie plus efficace est d’utiliser consécutivement un

préconditionnement pour mieux poser le systeme matriciel a résoudre puis un solveur pour

accélérer la convergence du calcul.

Préconditionnement

Se borner a une seule méthode de résolution n’est pas satisfaisant, car en fonction du

cas a traiter, la matrice A peut étre initialement plus ou moins bien conditionnée. La

précision des résultats obtenus et leur sensibilité soit aux perturbations sur les données,

soit aux erreurs d’arrondi commises durant les calculs, peuvent étre estimées au travers

du conditionnement.

Le nombre de conditionnement K(A) d’une matrice carrée inversible A est défini

comme le rapport de la plus grande sur la plus petite des valeurs singulieres de A. La

rapidité de la convergence des méthodes de descente, notamment celle du gradient conju-

gué, dépend du nombre de conditionnement de la matrice A. Plus K(A) est proche de 1,
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plus vite I'algorithme convergera.
Le principe de préconditionnement d’une matrice A consiste a remplacer la résolution

de I’équation (3.50) par celle du systéme équivalent
M YAx =M~

La matrice M~ doit étre choisie avec 'objectif que K(M~!A) soit beaucoup plus petit
que K(A). En théorie, le meilleur choix est donc M~ = A~! car alors K(M'A) = 1.
Cependant, en pratique, il faudra trouver M ! le plus proche de A™1, sans que les calculs
pour M ! ne soient trop coiiteux.

Dans I'annexe E, on présente les principaux préconditionnements utilisés pour faciliter
la résolution des systemes linéaires. On présente les raisons du choix de la méthode ILUD

pour traiter le modele de courant dans le dernier paragraphe.

Solveurs itératifs

Les méthodes itératives peuvent s’écrire de fagon simple:
g™ = Py ¢

Lorsque ni P ni ¢ de dépendent du niveau d’itération k, la méthode est dite “stationnaire”
(Jacobi, SOR, etc.). Dans le cas contraire, elle fait partie des méthodes instationnaires,
comme par exemple les méthodes basées sur le gradient conjugué (CG, Bi-CG, etc.).

Le résidu de la méthode permet de suivre la convergence de la méthode itérative, il
est défini comme la différence entre la solution exacte et la solution approchée du systeme
linéaire (3.50):

r) = — Ag® (3.51)

Dans 'annexe E, on décrit succinctement les principales méthodes que 'on a testées
et employées pour résoudre le modele de courant avec une préférence pour la méthode
BiCGSTAB.

Choix des méthodes de résolution

L’objectif du modele numérique implicite est d’obtenir la solution stationnaire du

modele de courant moyen. Pour cela, il est important de déterminer un bon compromis
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entre le nombre de pas de temps nécessaire pour atteindre la solution stationnaire et le
nombre d’itérations du solveur pour limiter le temps de calcul global. Cette optimisation
passe donc par le réglage des parametres de controle du modele numérique comme la CFL
et les parametres du préconditionnement tout en vérifiant la qualité de la solution. Au
final, on utilise une CFL supérieure a 10 avec une centaine d’itérations de solveur.

On peut utiliser le préconditionnement ILU(0), mais on lui préfere une méthode plus
robuste mais plus lente comme ILUD avec une tolérance d’élimination de 2.107% et un
facteur de compensation de 0.5. Ce choix s’appuie sur le fait qu’avec ILU(0), la solution
obtenue avant convergence totale (le résidu de la méthode est de l'ordre de la précision
machine, i.e. o( Res) = 107'%) de la méthode itérative n’est pas symétrique. Cette solution
dissymétrique étant utilisée comme référence pour les pas de temps suivants a la fois dans
la matrice A et dans le second membre B du systeme linéaire, les dissymétries de la
solution numérique peuvent étre amplifiées dans la résolution des modeles couplés.

En effet, pour 1 pas de temps avec le préconditionnement ILU(0), au bout de 100 ité-
rations du solveur, le résidu n’est que de 10™* et la solution obtenue n’est pas symétrique.
Au cours de I'avance temporelle, le résidu de la solution décroit mais une fois le critere
de stationnarité (cf. § 3.3.3) atteint, le résidu n’est toujours pas optimal o( Res) = 107".
On observe ainsi qu’en-dessous d’un certain nombre d’itérations du solveur, le résidu de
la solution est trop important et déstabilise la solution au cours du temps: le calcul peut
diverger.

L’utilisation du préconditionnement ILUD permet de pallier a cet inconvénient de la
méthode ILU(0). En effet, pour un méme cas, le résidu de la solution obtenu avec ILUD a
chaque pas de temps est optimal et les calculs qui suivent gardent toutes leurs propriétés
de convergence.

Dans tous les problemes hydrodynamiques, on peut utiliser les solveurs FOM, BiCG-
STAB ou GMRES(10). Toutes ces méthodes sont satisfaisantes, le plus souvent on utilise
la méthode BiCGSTAB. On note que dans certains cas, le solveur FOM est légerement
plus rapide.

3.3.3 Ceritere de stationnarité des courants moyens

La résolution du modele hydrodynamique est arrétée lorsque la solution stationnaire
des courants moyens est atteinte. Cependant, dans certains cas, cette solution est difficile a

obtenir a la précision machine. On considere alors que la solution stationnaire est atteinte
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des que I'écart sur les courants moyens, entre deux pas hydrodynamique, est négligeable

devant le courant de compensation:

Un+l —_ynr
Cs = |Q/h—”+1| (3.52)

Sur la figure 3.8, on a représenté 1’évolution du critere C en fonction du nombre d’ité-
rations dans différentes configurations d’écoulements. On précise que l'intensité de la
contrainte de frottement sur le fond joue un role important dans la vitesse de conver-
gence de la solution vers une solution stationnaire; plus cette résistance est importante
et plus la solution converge rapidement. De méme, le champ de courant moyen initial
influence la convergence de la solution; une condition initiale tres éloignée de la solution

stationnaire retarde la convergence.

Dans les applications au littoral aquitain présentées dans le chapitre 5, on retient une

précision Cy < 1% pour simuler la morphodynamique sédimentaire de la plage.
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Figure 3.8 : Evolution du critére de stationnarité Cy en fonction
du nombre d’itérations du modele de courants moyens,
pour différentes configurations d’écoulements: marée

haute, marée basse, houle frontale, houle oblique a 10°.
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3.4 Validations

Dans ce chapitre, on a présenté la méthode numérique utilisée pour obtenir les solutions
stationnaires des courants moyens. En adaptant le pas de temps, ce modele numérique
permet aussi de décrire les régimes transitoires instationnaires “physiques”. Cette sou-
plesse du modele permet d’étendre son utilisation au probleme des ondes infragravitaires
générées par les vagues. Les validations suivantes cherchent donc a mettre en évidence les
bonnes capacités du modele numérique a converger rapidement vers des solutions station-
naires. Cette section présente également des cas purement instationnaires pour vérifier le
traitement des termes non-linéaires, jusqu’a la formation de chocs propagatifs, mais ces

cas sortent du cadre des applications initiales de ce modele numérique.

D’abord, on propose des cas tests concernant 1'utilisation du modele pour des pro-
blemes instationnaires d’ondes longues. On montre ainsi que le couplage numérique débit-
hauteur d’eau permet d’obtenir les solutions non-linéaires du modele hydrodynamique
2DH. Ces tests montrent les limites d’application du modele, car celui-ci n’a pas été déve-
loppé spécialement pour résoudre des propagations d’ondes. Par ailleurs, on sait que pour
traiter ce genre d’écoulement, il est préférable d’utiliser des schémas a limiteur (TVD,
ENO) (Vincent et al. (2001), [108]; Yee (1987), [151]; Shu et Osher (1989), [118]).

Ensuite, on présente des cas d’écoulements 2DH stationnaires sur fond horizontal,
oblique et sur des bathymétries localement perturbées. On montre ainsi la bonne résolu-
tion du modele sur des maillages irréguliers et sur une bathymétrie variable, ainsi que la

bonne prise en compte du forgage par la houle.

Sur chaque cas test, la convergence de la solution numérique ®y est analysée pour
déterminer l'ordre de la méthode en espace. On représente 1’évolution de 'erreur E en
fonction du nombre de degrés de liberté N = v LM %« NM dans le diagramme In(E) =

f(In(N)). L’ordre v de la méthode est alors déterminé par la pente de la droite (au signe
pres).

Si on connait la solution analytique ®, du probleme, on calcule I'erreur relative E,:
|(I)a — Py Hp

|
E =
8 [Pallp
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ou les normes sont définies par:
[Pl = Maz|®|

1o, = (//Clﬂ’dxdy);

Si on ne connait pas a priori la solution exacte du probléeme, on suppose que la solution

numérique converge vers une solution de référence @, suivant la relation:
Oy =0, +CN ¢

l'ordre de la méthode est obtenu par I'extrapolation de Richardson sur 3 maillages (au

moins) ainsi que la constante C' et la solution de référence:

1 ((I)NQ/z — (I)NQ)
a = ———In| 22—
In (M) Py, 2 — P,y

Na
by — P
o - N N/2
N-=a(1 — 29)
Oy — Py
b, = Py—————
N (1-2)

Pour les solutions instationnaires, on précise que 'erreur calculée prend en compte les

erreurs de discrétisations spatiales et temporelles.

3.4.1 Propagation des ondes longues

Dans cette partie, on rassemble les cas de propagation des ondes longues, en absence
de vagues en régime sous-critique, pouvant étre décrites par le modele de courant 2DH.
On traite des cas linéaires et non-linéaires, dans des configurations d’écoulement 1D et 2D,
sur fond plat et sur fond perturbé. Les équations qui régissent I’écoulement sont données

par:

oh -
o+ V(h0) =0

ol = /- - -
=tV (hU ® U) Y ghV(Z) =0
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En 1D sur fond plat (V(Z,) = V(h)), on peut montrer que le probléme non-linéaire

se ramene a un systeme de deux équations de transport:

gt 0T

ot te or 0

op—  _0¢”

ST 5 =0 (3.53)

avec les invariants de Riemann non-linéaires ¢t = U + 2\/gh et ¢ = U — 24/gh, et
les vitesses caractéristiques ¢t = U + v/gh et ¢© = U — \/gh. En régime sous critique
U < v/gh, la solution de (3.53) est constituée de deux ondes non-linéaires indépendantes
qui se propagent dans des directions opposées aux vitesses ¢ et ¢ .

La linéarisation du probleme permet d’obtenir une solution théorique sur les petites

variations “;” autour d’un écoulement de référence constant “,”:

U = U+ U
h = h0+h1
Zf = —h0+Zf1

Zs = h+Zp=2a

Ainsi, lorsque le fond n’est pas plat, Baines (1995), [9] montre que la surface libre doit

vérifier I’équation d’ondes:

2 2 2
(0 +Us a) Za 20 2ot _ 120 Zn (3.54)

—c
ot 0 0 9x2 0 Oa2
avec cg = v/ ghg. La solution analytique est alors donnée par:

F2 1 (Zpn(x—(Uy+co)t) Zp(xw— (Uy—co)t)
Gnlt) = F2OIZf1()+§( : Fo—i—ol o F0—01 !

) (3.55)
avec le nombre de Froude de référence Fy = Uy/+/ghy.

Pour décrire ces ondes longues avec le modele numérique, on se place a une CFL =

+dt 1
c dm—2<1.

Onde linéaire 1D sur fond plat

Dans ce test, on considere la propagation d’une onde de surface gaussienne de faible

amplitude devant la profondeur dans un canal rectiligne au repos (figure 3.9).



3.4 Validations 107

Figure 3.9 : Schéma de 'onde linéaire sur fond plat.

La vitesse de référence est nulle Uy = 0 et la hauteur d’eau de référence hq est uniforme.
La hauteur d’eau analytique du probleme est donnée par:

r — xo — v/ ghot

o

h(z,t) = ho + €. exp[—( )3 (3.56)

Le champ de vitesse est donné par:

U(z,t) = Uy (x,t) = \/g/ho-e. exp|—(—2— mt)?] (3.57)

[

avec les parametres suivants:

( ho =100/g m
e =0.01 hy
o=50m
[ 2o = 250 m (position initiale de la créte de I'onde)

La solution numérique est calculée dans un canal périodique. Le modele reproduit bien
la propagation de 'onde linéaire puisque la solution numérique converge vers la solution
analytique (figures 3.10a et 3.10b). La méthode (Q:2,H:2) diffuse trés peu par rapport au
schéma (Q:1,H:1) mais elle introduit des phénomenes de dispersion numérique rapidement
atténués si on raffine le maillage. Ce comportement dispersif se retrouve également avec
un schéma classique du type McCormack sans correction des flux.

On constate que l'invariant de Riemann ®* est convecté a la bonne vitesse. Par contre,
on note que la discrétisation spatiale sur maillage décalé introduit des erreurs sur la
condition initiale, la solution ne respecte pas parfaitement la condition ®~ = 0. Cependant
cet invariant est initialement tres petit et le reste au cours du temps. De ce fait, aucune

onde parasite ne remonte 1’écoulement.



Chapitre 3 : Modélisation numérique des courants moyens induits par les
108 vagues

Dans ce cas de validation, 'ordre de la discrétisation temporelle des termes non-
linéaires (NL:1,NL:2) a peu d’influence sur la solution, quelle que soit la méthode uti-
lisée (Q:1,H:1) ou (Q:2,H:2). On a calculé la solution sur quatre maillages différents pour
en déduire 'ordre des méthodes. On constate que l'ordre de convergence de la méthode
(Q:1,H:1) est voisin de 0.5 et augmente avec le nombre de noeuds. Cela signifie que pour
diviser I'erreur par rapport a la solution exacte du probleme par 10, il faut diviser le pas
d’espace par 100. Par contre, I'ordre de convergence de la méthode (Q:2,H:2) est voisin

de 2. Cela signifie que pour diviser 'erreur par 100, il suffit de diviser le pas d’espace par
10.
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Figure 3.10 : Profil de la surface libre adimentionnée a t = 50 s,
pour une CFL=0.5, pour des discrétisations spatiales

différentes.
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Onde linéaire 1D sur un relief

On considere un écoulement 1D a débit constant au-dessus d’'une dune sous-marine

gaussienne (figure 3.11).

Figure 3.11 : Schéma de ’écoulement sur un relief.

La perturbation du fond est faible devant la profondeur. La surface libre initiale est

donnée pour une hauteur d’eau constante. Celle-ci est définie par:

r — XTo

Zs(w,0) = Zp () = e exp[—=( )’

[

et les parametres suivant :

( ho = 100/g m
e = 0.01hy
o=50m
[ 2o = 500 m (position de la créte de la dune)

La solution analytique du probleme est donnée par la relation (3.55). L’onde de surface
est décrite par une partie stationnaire directement proportionnelle a la forme de la dune
sous-marine est au régime d’écoulement, plus un régime transitoire dans lequel les ondes
engendrées par I'obstacle sous-marin sont progressivement évacuées du domaine de calcul.

On utilise des conditions limites périodiques en supposant que le canal est suffisamment
long, ou que le temps de simulation est suffisamment court pour que les ondes du régime
transitoire n’interferent pas entre elles.

Les figures 3.12a et 3.12b montrent que ’on retrouve le méme comportement ondula-
toire du probleme. Comme dans le cas de I’onde non-linéaire sur fond plat, on observe que

I’onde initiale s’effondre pour donner naissance a deux ondes transitoires qui se propagent
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dans des directions opposées. Ici cependant, ces deux ondes se déplacent a des vitesses
différentes. En régime sous critique, I'onde “positive” s’évacue rapidement dans le courant
alors que 'onde “négative” remonte le courant plus lentement. La présence du courant sur
la dune sous-marine génere également une dépression stationnaire dans la surface libre.

Comme on I'avait montré dans les cas précédents, les figures 3.13a et 3.13b confirment
que les schémas oscillent au voisinage des ondes transitoires (particulierement pour une
discrétisation spatiale grossiere). Les ondes propagatives sont légerement amorties au cours
du temps. Par contre, le creux dans la surface libre au-dessus de I'obstacle est bien défini
sans diffusion au cours du temps. La bathymétrie de 1’écoulement est donc bien prise en
compte dans le modele numérique.

Il est important de noter que l'ordre de discrétisation temporelle influence directe-
ment l'intensité de la dissipation du schéma (Q:1,H:1) ou 'importance des effets disper-
sifs (Q:2,H:2). De plus, on note que la discrétisation temporelle a ordre 1 des termes
non-linéaires (NL:1) a tendance a stabiliser la méthode (Q:1,H:1), alors qu’elle déstabilise
fortement la méthode (Q:2,H:2). Inversement, la discrétisation (NL:2) a tendance a dé-
stabiliser la méthode (Q:1,H:1), alors qu’elle stabilise la méthode (Q:2,H:2). Il faut donc
utiliser le méme ordre de discrétisation en temps pour les termes inertiels et pour les
termes non-linéaires.

Sur les trois maillages testés, les méthodes convergent en moyenne a l'ordre 0.5. Seule
la méthode (Q:2,H:2)NL:2) converge plus rapidement a l'ordre 1 pour des maillages suffi-

samment fins.
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Figure 3.12 : Diagramme des caractéristiques (isovaleurs) de la

surface libre dans le plan (x,t).
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Figure 3.13 : Profil de la surface libre adimentionnée a t; = 80.52 s
pour une CFL=0.5 et pour des discrétisations spa-
tiales différentes. La solution numérique est en ac-
cord avec la solution stationnaire (dépression centrée
en x = 500m)
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Onde non-linéaire 1D sur fond plat

Dans ce test, on considere la propagation d’une onde de surface non-linéaire lachée
sans vitesse initiale dans un canal rectiligne au repos (figure 3.14). L’ intérét de ce cas
est de vérifier la bonne prise en compte des non-linéarité dans le modele numérique. La

hauteur d’eau est définie par:

h(z,t) = ho + €. exp|—(——22)2] (3.58)

et les parametres suivant :

( ho =50/g m
€ = hy
oc=350m
| o = 500 m (position initiale de la créte de 'onde)

i T I I ——

Figure 3.1/ : Schéma de 'onde non-linéaire sur fond plat.

Sur la figure 3.16, on observe que 'onde initiale s’effondre de fagon symétrique pour
donner naissance a deux ondes progressives de directions opposées. La figure 3.15 montre
que les lignes caractéristiques de la solution tendent a se rencontrer pour former un choc.
Le modele reproduit bien les effets non-linéaires puisque les ondes générées présentent un
profil asymétrique typique. Comme la vitesse de I'onde augmente avec la hauteur d’eau on
observe la formation d’une onde de choc avec un front assez raide et une onde de détente
pour la queue de 'onde. Comme le décrit Lighthill (1978), [78], des que le choc est formé,
I’amplitude de 'onde diminue tout en conservant son volume initial. Ces effets sont bien
représentés par le schéma (Q:2,H:2,NL:2) jusqu’au choc. Le raidissement de ’onde non-

linéaire au niveau du choc accentue les effets dispersifs du schéma (Q:2,H:2,NL:2). Le
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schéma (Q:2,H:2,LN:2) oscille fortement en présence du front, mais ce comportement est
caractéristique des schémas d’ordre 2. Par contre, le schéma (Q:1,H:1,NL:1) diffuse la
solution des le départ, le choc reste doux et la solution reste stable.

Comme on 'a précisé avant, ce cas de validation sort du domaine d’application du
modele numérique qu’on a développé. On retiendra simplement de ce cas que les non-

linéarités de la solution sont bien reproduites par le modele numérique.

18 F
le—
14?—
12?—

10

t(s)

! |
1000

Figure 3.15 : Diagramme  des  caractéristiques  (isovaleurs)

de la surface libre dans le plan (x,t); schéma

(Q:2,H:2,NL:2).
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Figure 3.16 : Profil de la surface libre adimentionnée toutes les
6.25 s (dx = 3.125 m).
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Onde non-linéaire 2D sur fond plat

Dans ce test on considere la propagation d’une onde gaussienne axisymétrique lachée
sans vitesse initiale dans un bassin au repos.

Dans ce cas test, la hauteur d’eau initiale est définie par:

h(r,0) = ho + €. exp[—( )]

avec 1 = \/(z — 29)% + (y — y0)? et les parametres suivants:

(
Ezho

c=50m

(o, y0) = (500,500) m (position initiale de la créte de 'onde)

\

La solution numérique est calculée sur un maillage cartésien périodique en x et avec
des conditions de symétrie en y. Le temps de simulation est suffisamment court pour que
I’'onde n’atteigne pas les limites du domaine.

Sur les figures 3.17a et 3.17b, on observe que 'onde initiale s’effondre de facon axi-
symétrique pour donner naissance a une onde progressive circulaire. Les figures 3.17b et
3.18b montrent que les effets non-linéaires conduisent a la formation d'une onde dont le
profil est asymétrique. A la différence du cas de I'onde non-linéaire 1D sur fond plat, la
surface libre s’enfonce plus bas que le niveau du bassin au repos. Le schéma (Q:2,H:2,NL:2)
permet de constater qu'une ondulation est générée sur I’axe de symétrie alors qu’elle est
completement diffusée par le schéma (Q:1,H:1,NL:1).

En utilisant la méthode de Richardson sur les quatre maillages testés, la méthode
(Q:1,H:1,NL:1) converge en moyenne a l'ordre 0.3, tandis que la méthode (Q:2,H:2 NL:2)

converge beaucoup plus rapidement, a ’ordre 4.
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A

(a)t=0s (b) t=175s

Figure 3.17 : Surface libre adimentionnée pour une CFL=0.5 avec
le schéma (Q:2,H:2,NL:2); représentation d’un dem;i
domaine de calcul (dz=3.125 m).

02

——— d=25m
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(a) schéma (Q:1,H:1,NL:1) (b) schéma (Q:2,H:2,NL:2)

Figure 3.18 : Profil médian de la surface libre adimentionnée at =
17.5 s pour une CFL=0.5 et pour des discrétisations

spatiales différentes.



3.4 Validations 119

3.4.2 Ecoulements 2D stationnaires

Dans cette partie, on présente des écoulements en 2D dont la solution stationnaire
permet de tester les réelles capacités du modele numérique. On traite un écoulement com-
plexe sur un fond plat. On présente également le cas d’un écoulement sur une plage plane
pour vérifier la bonne prise en compte du forcage par les vagues. Enfin, on décrit un écou-

lement uniforme en présence d’une dune sous-marine locale.

On cherche la solution stationnaire de ces écoulements avec une C'F'L = 10. On rap-
pelle qu’avec une CF'L > 1, il y a décorrélation entre le temps “physique” et le temps
“numérique”. Ainsi, la solution obtenue a un instant donné est a priori différente de celle

calculée pour le méme instant avec une CFL < 1.

Canal rectiligne avec un changement de largeur

Dans ce cas de validation, on considere un écoulement dans un canal rectiligne avec

une restriction locale de la largeur due a un obstacle (figure 3.19).

&

f
g hap Y /L:r'

uhsta{:ln:/ / //
/ /

%) /

Figure 3.19 : Schéma du canal avec une retriction de section.

On a choisi ce cas pour obtenir 'ordre de convergence de la méthode sur une solution
stationnaire complexe. L’écoulement est représenté par la solution stationnaire du systeme

d’équations:
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oh o -
o+ V.(h0) =0

o = o - Lo
=tV (hU ® U) + ghV (k) + C4||T || T

~ V. (Km (W@hﬁ] + W@hﬁr» —0

Pour comparer qualitativement la solution numérique du modele avec celle obtenue
par Molls et al. (1995), [89], avec une méthode ADI complétée par un modele de viscosité
artificielle, on résout le probleme dans un canal forcé en entrée par le débit de référence
Qo = 0.047817 m?/s et “libre” en sortie (condition de Neumann). On applique des condi-
tions limites latérales de glissement, par contre sur l'obstacle on impose I'adhérence. La
hauteur d’eau de référence est fixée initialement a hg = 0.189 m, on en déduit la vitesse du
courant moyen de référence Uy = 0.256 m/s. La viscosité turbulente K,, = 0.0012 m?/s
est uniforme dans tout le canal et le frottement sur le fond est paramétré avec le coefficient
de Chézy C' = m = 76 m'/? /5. L’obstacle rectangulaire de longueur L., = 0.0456 m
et de largeur L,y = 0.152 m est positionné contre une paroi du canal en (xg,yo) = (2,0).

Comme le montre la figure 3.20, on a choisi un maillage irrégulier pour optimiser le
nombre de noeuds & proximité de I'obstacle. Une zone de maillage régulier (dzin = dYmin)
est positionnée autour de I'obstacle et un maillage irrégulier s’étend au dela. On a calculé
la solution sur 4 maillages irréguliers du méme type de plus en plus fins dz,,, /Ly =
(1, %, %, %) L’espace mémoire nécessaire est semblable pour les deux méthodes et il est de
(13,27,78,276) Mo respectivement pour les quatre maillages utilisés.

Les essais sur les différents maillages montrent que, a partir d'une condition initiale
to = 0 s, la solution atteint son régime stationnaire a partir de t, = 180 s. On constate
cependant que le schéma (Q:2,H:2,NL:2) atteint la solution stationnaire deux fois plus
rapidement que le schéma (Q:1,H:1,NL:1). Par exemple, pour dz,;,,/L.o = i le schéma
(Q:1,H:1,NL:1) prend 4h20min tandis que le schéma (Q:2,H:2,NL:2) prend 2h18min. Dans
la suite on a donc utilisé le schéma (Q:2,H:2,NL:2).

On observe sur la figure 3.21 qu'une zone tourbillonnaire se forme en aval de l'obstacle.
La taille de la recirculation L est déterminée par la distance entre I’arriere de 'obstacle
(x =~ 2.05) et le point de retournement du débit longitudinal (@), = 0).

Sur la figure 3.22 on observe qu'un bourrelet d’eau se forme en amont de 'obstacle
et qu'une dépression apparait en aval. On constate également que la hauteur d’eau est

mal remise a jour sur la frontiere. En effet, comme le montre la figure 3.23, le débit est
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imposé a I'entrée et sa valeur est uniforme au début du canal donc la divergence du débit
sur la frontiere est nulle. Le couplage débit hauteur d’eau se traduit par un niveau d’eau
inchangé par rapport a la condition initiale. Cette perturbation de la hauteur d’eau n’est
que locale et elle n’affecte pas le reste du domaine de calcul.

La figure 3.23 met en évidence la convergence de la solution vers une longueur de
recirculation constante. On a représenté sur la figure 3.24 'erreur sur la longueur de recir-
culation en fonction du nombre de noeuds équivalent du maillage. La solution de référence
est calculée par la technique de Richardson sur les trois maillages les plus fins, on trouve
que la longueur de la recirculation converge vers L ~ 1.71 m. On constate que la conver-
gence de la méthode n’est pas réguliere pour des maillages grossiers, I'ordre de la méthode

se stabilise ensuite pour les maillages plus fins; 'ordre de la méthode est estimé a 2.4.

La solution numérique est tres voisine de celle de Molls et al. (1995), [89], mais toutes
deux présentent des écarts parfois significatifs avec les relevés expérimentaux de Nawa-
chukwu (1979), [91], utilisés par Molls et al. Cela permet d’insister sur I'importance du
modele de dissipation latérale et de la paramétrisation de la viscosité turbulente qui sont
choisies pour représenter un type d’écoulement. De plus, 1'étude 3D de cet écoulement

montre que le modele 2DH n’est valide qu’en aval de I'obstacle (Ouillon (1992), [99]).

¥ (m}

Figure 3.20 : Exemple de maillage irrégulier pour dx., =
0.0228 m.
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Figure 3.21 : Champs des vecteurs débit ats pour dx,,;, = 0.0057 m
(représentation partielle 1 noeuds sur 20 en T et 1

noeud sur 5 en ).

yrz

Figure 3.22 : Surface libre adimentionnée a ts, pour dT,in
0.0114 m.
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dx,,,=0.0456 m
dx,,,=0.0228 m
———— dx,,=0.0114m
dx,,,=0.0057 m

0.75

02510 1 NS N W N NN S
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 45 5 55
x (m)

Figure 3.23 : Profil du débit adimentionné a ty pour 4 maillages.
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Figure 3.24 : Diagramme de convergence du schéma par [’extrapo-
lation de Richardson sur les 3 maillages les plus fins;
(—) Ordre global 1.8, (-) ordre local 2.4.
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Configuration type d’un écoulement sur une plage

Pour traiter I’hydrodynamique littorale, on définit un domaine de calcul limité par la
ligne d’eau, le large et deux frontieres perpendiculaires a la cote (figure 3.25).

La ligne d’eau est une zone tres peu profonde difficile a gérer car la vitesse moyenne
de I’écoulement est inversement proportionnelle & la hauteur d’eau. En pratique, on consi-
dere la ligne d’eau comme un mur et qu'une faible hauteur d’eau est toujours présente.
Cette technique permet de reproduire I’élévation moyenne de la surface libre (set-up) sans
prendre en compte sa présence sur le haut de plage (figure 3.26), et ce résultat est en adé-
quation avec les observations. L’application d’une condition d’adhérence ou de glissement
sur la ligne d’eau n’affecte pas significativement 1’écoulement, celui-ci n’est modifié que
sur une ou deux mailles. Evidemment, si on souhaite s’intéresser prioritairement aux pro-
cessus sur le haut de plage (zone de swash, progression de la marée), il devient nécessaire
de mieux modéliser cette partie de la plage.

Au large, I'idéal est d’appliquer une condition limite ouverte, libre de toute influence.
Cependant, les difficultés du traitement implicite de cette condition, pour 'obtention de
la solution stationnaire du courant moyen, ont conduit a considérer la frontiere au large
comme un mur glissant dans la plupart des situations et comme un mur adhérant dans des
cas particuliers. Loin de la zone de déferlement, on justifie ce traitement de la limite au
large par le caractere faiblement énergétique de I’écoulement ou en le considérant parallele
a la limite.

Les conditions aux limites périodiques sont particulierement bien adaptées pour les
études de stabilité des longues plages de sable car elles permettent d’obtenir un domaine
de calcul cyclique refermé sur lui-méme. On peut ainsi étudier la génération de bancs de
sable qui apparaissent réguliecrement sur la plage. Les conditions aux limites périodiques
permettent également de s’affranchir des conditions limites ouvertes sur les frontieres
perpendiculaires a la cote. Toutefois, elles contraignent les écoulements dans leur échelle

spatiale périodique.
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Figure 3.25 : Schéma du domaine numérique et des conditions li-

mites de base associées pour [’étude d’une plage.
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Figure 3.26 : Illustration du set-up sur une plage plane pour une
houle frontale de 2 m avec une condition limite de

type “mur” a la ligne d’eau.
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Courant longitudinal sur une plage plane

Dans ce test, on considere la génération du courant longitudinal sur une plage plane

par les effets d'une houle d’incidence oblique (figure 3.27).

I

CULI[-':III[ L!'E dél.]\""':
__a-"'---- ﬁ — - - -
—

Figure 3.27 : Schéma du courant induit par la houle oblique sur une

plage plane.

On souhaite vérifier le bon équilibre entre les forces motrices de 1’écoulement et les
forces résistantes. L’écoulement est représenté par la solution stationnaire des équations

suivantes:

Oh

o+ V-(h0) =0

o = ([~ - . oo o
SV (hU ® U> + ghV(Z,) + Cf| T T = hF

L’écoulement est forcé par des tensions de radiation uniformes sur toute la longueur
de la plage avec une variation transversale typique d’une houle oblique. L’objectif est

d’obtenir un courant de dérive de la forme:

Uy = ayexp(—by)
Vo = 0 (3.59)

Le terme moteur est alors donné par:
hE = Cyl[Uo[|Uo

Initialement celui-ci permet de mettre le fluide en mouvement, et il doit finir par s’équi-
librer avec les forces de friction sur le fond (hF = Cf||[7 10).
a

La vitesse maximum du courant est située en y, = % = 100 m et vaut U, = o) =

1 m/s. La pente de la plage est fixée & 5 = 2%. Avec ce jeu de valeurs, on en déduit que
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le débit maximum est décalé par rapport a la vitesse maximum comme on l'observe dans
la nature. Il se situe en y. = 197.53m et vaut Q, = 3.017 m?/s. Le frottement sur le fond
est supposé uniforme de valeur C'y = 0.4%, ce qui équivaut a un coefficient de Chézy de
C = 49.5 m'/?/s.

On résout le probleme sur une plage plane périodique avec des conditions limites
latérales de glissement au large et d’adhérence a la ligne d’eau. Pour éviter les problemes
a la ligne d’eau, la hauteur d’eau est faible mais non nulle (h,,;, = 0.1 m).

Ici, les calculs ont été réalisés uniquement avec le schéma (Q:2,H:2)NL:2). Le courant
obtenu se développe bien selon le profil de courant souhaité (3.59). Par rapport aux cas
précédents, le calcul converge rapidement et méme pour une C'FL = 100. Cependant
I'augmentation de la C'F'L limite la régularité de la convergence.

On constate sur les figures 3.28a et 3.28b que le profil du débit et celui de la vitesse
sont semblables mais que les maxima sont décalés. Ce résultat est conforme a la solution
analytique. On observe que ’équilibre entre les tensions de radiation et le frottement sur
le fond est parfaitement réalisé sur chaque noeud (solution au noeud = solution exacte a

la précision machine pres).
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Figure 3.28 : Profils transversaux adimentionnés pour plusieurs

maillages.
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Canal rectiligne avec une dune sous-marine

Ce cas permet de vérifier qualitativement le comportement d’un écoulement uniforme
sur une dune sous-marine en régime sous-critique. On souhaite principalement établir
I'ordre de convergence du modele en présence d'un relief sous-marin. Comme le fond
est faiblement perturbé par la dune, on exploite le méme modele que le cas précédent
avec la méme technique pour générer I’écoulement. Cette fois, 'objectif est d’obtenir un

écoulement uniforme avec:

Uy = bm/s
Vo =0
ho = 10m

Au centre du canal (zg, yo), la dune sous-marine sinusoidale tronquée (figure 3.29) est

définie par:

Z(r) = —ho + €(1 + cos(2mr/N) /2

avec 1 = +/(x — x0)2 + (y — y0)2, € = 0.1hy et A = 400 m. Le coefficient de frottement
sur le fond est supposé uniforme et basé sur un coefficient de Chézy de C' = 73.7 m'/?/s.
On résout le probleme dans un canal périodique avec une condition de glissement sur les
fronticres latérales. On cherche la solution stationnaire de I’écoulement sur 4 maillages
irréguliers avec le schéma (Q:2,H:2,NL:2) et une CFL = 15.

On constate sur la figure 3.30b que le courant est plus fort au sommet de la dune et
plus faible en amont et en aval. Par contre la figure 3.30a montre que le débit est plus
important sur les cotés de la dune avec un minimum au sommet de la dune. La surface
libre représentée sur la figure 3.31 est déformée et on retrouve bien le comportement de
I'écoulement linéaire 2D prédit par Baines (1995), [9], et illustré sur la figure 3.32a. Il
apparalt une dépression au-dessus de la dune et deux bosses en amont et en aval de la
dune. Le creux dans la surface libre est typiquement observé pour des écoulement 1D
en régime sous critique (§ 3.4.1). Ici, les deux élévations supplémentaires sont issues des
interactions 2D.

On a représenté sur la figure 3.33 'erreur sur le débit normalisé obtenu au niveau du
centre de la dune en fonction du nombre de noeuds équivalent du maillage. La solution
de référence est calculée par la technique de Richardson sur les trois maillages les plus

fins, on trouve que le débit converge vers QQ/Qo ~ 0.942 m (Qo = Uphy). On constate que
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la convergence de la méthode n’est pas réguliere pour des maillages grossiers. L’ordre de
convergence se stabilise ensuite pour les maillages plus fins et est estimé a 2.
Remarques: (i) ce cas correspond a celui utilisé par De vriend (1987), [33], pour analy-
ser la morphodynamique d’une dune sous-marine dans un courant uniforme. La répartition
des débits obtenue ici associée au modele des ondes de sables permet d’expliquer la dé-
formation en étoile de la dune (voir chapitre 2). (ii) la déformation de la surface libre, au
dessus de la dune circulaire, montre que 1’on retrouve bien le comportement de I'écoule-
ment linéaire 2D prédit par Baines (1995), [9], pour un écoulement transversal a une dune
profilée (base elliptique). Cependant, on a essayé plusieurs configurations de dunes profi-
lées, et le méme comportement de la surface libre est obtenu quelle que soit 'orientation
de la dune dans le courant. Ces observations vont a l’encontre du résultat de Baines qui
prédit que la surface doit s’élever au-dessus de la dune pour un écoulement longitudinal

a une dune profilée (figure 3.32b).

Ll

Figure 3.29 : Forme du fond pour dz,,;, = 40 m.
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2000
u, QQ,
1102E%00 1012E%00
1094400 1008E+00
1086E+00 1003E+00
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10536400 9843E.01
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Figure 3.30 : Isovaleurs adimentionnées pour dz ., = 10 m; (— —

— ) contour de la dune.

Figure 3.31 : Surface libre adimentionnée pour dx,,;, = 10 m; re-

présentation d’un demi domaine de calcul.
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(a) B>A (b) A>B

Figure 3.32 : Solution stationnaire de la surface libre pour un écou-
lement sous-critique sur un obscacle profilé; selon

Baines (1995), [9]

10°

10° |

10”

I A |
150 200

-5 ! ! 1 L
10 50 100

Figure 3.33 : Diagramme de convergence du schéma par l’extrapo-

lation de Richardson sur les 3 maillages les plus fins;

(—) Ordre global 1.6, (-) ordre local 2.



3.5 Conclusion 133

3.4.3 Performance du modele numérique

On rappelle que la méthode numérique a été développée pour obtenir des solutions
quasi-stationnaires du modele de courant moyen induit par la houle.

Cependant, on a pu constater que la méthode implicite permet quand méme de choisir
une C'F'L < 1 pour résoudre les problemes instationnaires. L’ordre de la méthode est alors
déterminé a un instant donné, il prend en compte la combinaison des erreurs de troncature
dues a la discrétisation temporelle et spatiale. Les ordres de convergence obtenus sont tres
variables et s’étendent de 1 a 4. L’ordre de convergence assez élevé permet d’atténuer
rapidement (en raffinant le maillage) les oscillations de la solution numérique dues a la
nature dispersive du schéma.

En fait, pour les problemes stationnaires, on utilise une C'F'L = 10, car c¢’est un bon
compromis entre le nombre d’itérations temporelles, le taux de convergence stationnaire
et la mémoire utilisée pour résoudre le systeme linéaire. Il est important de noter que
dans la majorité des cas, I'ordre de la méthode est plus faible pour des maillages grossiers.
Il est nécessaire d’augmenter le nombre de noeuds pour obtenir un ordre de convergence
stabilisé. Les validations précédentes permettent alors d’affirmer que la méthode converge

a 'ordre 2 en espace.

3.5 Conclusion

On a développé un modele numérique a l'ordre 2 adapté a la résolution des courants
moyens stationnaires. La plupart des modeles numériques actuels sont basés sur les mé-
thodes ADI et traitent la hauteur d’eau comme une variable indépendante. Le couplage
numérique débit-hauteur d’eau permet de résoudre le modele d’une maniere plus écono-
mique qu'une résolution implicite sur les variables (),, Qy, h traitées indépendamment.

Ce modele implicite en volumes finis sur un maillage non-colocatif conduit a la résolu-
tion d’un grand systeme linéaire creux. Celui-ci est préconditionné par la méthode ILUD
et résolu par la méthode du BICGSTAB. L’optimisation de la CF L(> 10) fait 'objet d'un
recalage au cas par cas. On cherche a réduire le nombre d’itérations dans le solveur en
maintenant la qualité du résidu tout en limitant le nombre d’itérations temporelles pour

atteindre la solution stationnaire.






Chapitre 4

Résolution numérique de la loi de

conservation du sédiment

4.1 Introduction

Dans le chapitre 2, on a vu que la loi de conservation du sédiment (2.2) rentre dans
le cadre plus général des lois de conservation hyperboliques car le modele des ondes de
sable (2.23) met en évidence le caractére propagatif des corps sédimentaires. De plus, les
non-linéarités du modele morphodynamique introduisent des changements de forme et des
raidissements locaux de la bathymétrie. Au voisinage de telles irrégularités de la solution
(chocs , discontinuités), des hautes fréquences apparaissent naturellement dans la solution
et la dispersion numérique de certaines méthodes les fait propager a une vitesse différente
de la vitesse réelle de la solution. De ce fait, la solution numérique peut osciller.

L’objectif de cette partie est de proposer des méthodes numériques pour résoudre la
loi de conservation du sédiment et de s’assurer que la solution est bien représentative du
probleme morphodynamique. Toutefois, il est important de souligner que les méthodes
(robustes) décrites dans ce chapitre pour résoudre la loi de conservation du sédiment ne
sont pas nécessaires dans le cas ou les phénomenes d’advection sont négligeables devant

les autres. Une “simple” méthode centrée s’avere alors amplement suffisante pour bien
135
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résoudre I’évolution du fond.

Pour remédier aux oscillations numériques parasites, il suffit d’augmenter la diffusion
dans le modele; soit en l'introduisant par la modélisation des processus physiques, soit
par des techniques numériques. L’intensité de la “diffusion physique” peut étre insuffisante.
L’intérét des méthodes numériques a limiteur de pente (ou a limiteur de flux) est alors de
rendre la solution quasiment monotone en agissant localement sur la diffusion numérique
du schéma et seulement lorsque cela est nécessaire.

Le transport gravitaire permet d’ajouter de la diffusion, mais son introduction est
souvent justifiée comme un moyen de contourner les difficultés numériques. La figure (4.1)
illustre I’évolution d’'une dune soumise a l'action d’un courant unidirectionnel, en absence
d’effet de transport gravitaire. On peut constater que la méthode d’ordre 1 (upwind)
diffuse, que le schéma d’ordre deux (Lax-Wendroff) oscille et quune pondération entre
les deux méthodes (Lax-Wendroff TVD) permet de résoudre le probléme sans transport
gravitaire correctement. A partir de cette derniere méthode, il est alors possible de prendre

en compte le transport gravitaire indépendamment des difficultés numériques.

TV : rnlewr vies it

Figure 4.1 : Propagation d’une dune de sable avec différentes mé-

thodes numériques.

Dans un premier temps, on s’intéresse a la transformation de la loi de conservation

du sédiment vers I’équation des ondes de sable en insistant sur I'importance de la vitesse
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caractéristique du probleme pour bien identifier les termes convectifs des autres termes.
Ensuite, on distingue les schémas numériques qui permettent de résoudre les équations de
transport a partir de la vitesse caractéristique et les méthodes numériques qui permettent
de résoudre directement la loi de conservation hyperbolique sans recourir a une estimation
de cette vitesse. Enfin, on compare ces méthodes sur des cas de validation particulierement

raides et on présente les applications a la morphodynamique sédimentaire.

4.2 Deux approches pour résoudre la loi de conser-

vation du sédiment

Dans le chapitre 3, on a choisi une méthode implicite pour déterminer une solution
quasi-stationnaire des courants moyens. Ici, on cherche a décrire I’évolution du fond au
cours du temps, donc on préfere s’orienter vers des méthodes explicites. La condition
CFL doit étre respectée (< 1) pour représenter les régimes transitoires et le choix d’une
méthode explicite permet d’éviter les difficultés dues a la résolution d'un grand systeme
linéaire creux.

Dans cette partie, on présente différentes méthodes numériques d’ordre supérieur et
non oscillantes pour résoudre les problemes hyperboliques comme 1’équation des ondes de

sable, ou la loi de conservation du sédiment globale:

0Z; = - B}
W +VF =0 avec F = ﬂ@t (4].)

D’abord, on propose trois méthodes de résolution numérique TVD a limiteur de flux.
Les deux premieres sont obtenues par différences finies et basées sur une discrétisation
décentrée d’ordre 2 (UPW2TVD) et centrée (LWTVD). La troisieme est basée sur 'inté-
gration de la méthode des caractéristiques par volume finis (MCTVD). Les méthodes qui
ne font intervenir que la vitesse caractéristique ne s’appliquent qu’a la partie advective

(*) du modele des ondes de sable:

aZ — —
(9—tf + CZf.V(Zf) —f—DZf =0 (42)

~\~
*

Par conséquent, les autres termes (D f) sont traités avec une simple discrétisation centrée.
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La vitesse caractéristique de propagation des ondes de sable est définie par:

Gy, = 571“;

Lorsque les termes convectifs sont prépondérants dans une équation d’advection-diffusion,
ils font I'objet d’un traitement particulier visant a limiter les phénomenes de dispersion
numérique. Ignorer la bonne vitesse caractéristique revient potentiellement a masquer
des termes d’advection dans les autres termes. La résolution numérique de I’équation de
transport non-linéaire s’en trouve faussée. Basées sur une mauvaise vitesse d’avection les
méthodes de type Lax-Wendroff TVD ne sont plus efficaces car elles ne corrigent pas de
facon optimale le flux numérique. Malgré les difficultés posées par 'obtention de la vitesse
caractéristique, Dhatt et al. (1994), [43], ce sont ces méthodes que 1'on retrouve courament
employées.

En général, 'expression du flux de sédiment ne permet pas de connaitre directement
I'intensité du transport sédimentaire en fonction de la forme du fond, par conséquent,
on n’est pas toujours en mesure de calculer la vitesse caractéristique ézf. Dans ce cas,
on peut exploiter la méthode centrale non-oscillante (NOCS), pour laquelle la vitesse
caractéristique n’est pas nécessaire. Cette méthode numérique en volume finis est basée
sur la reconstruction affine par morceaux de la solution et des flux. Elle est tres peu
répendue dans le domaine de la morphodynamique sédimentaire, pourtant elle permet
de traiter directement 1’équation de conservation du sédiment (4.1). L’inconvénient est

qu’elle présente un caractere diffusif difficile a controler.

4.2.1 Schéma TVD pour traiter les équations de transport ad-

vectif

Dans cette partie, on développe les discrétisations numériques 1D que I'on a testées
pour résoudre I'équation de transport advectif (4.2). D’abord, on présente les proprié-
tés fondamentales que doivent vérifier les schémas numériques pour étre conservatifs et
non-oscillants (TVD). Ensuite, on décrit différents schémas de bases (décentrés puis cen-
trés) que l'on corrige pour qu’ils vérifient les propriétés TVD. Enfin, on précise le moyen
d’étendre ces méthodes en 2D, et en particulier, on donne la discrétisation complete du

schéma de Lax-Wendroff TVD que I’'on a choisi pour les applications morphodynamiques.
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Propriétés a vérifier

On considere la loi de conservation scalaire 1D:

0: , of _

(9t+(9x—

ou f(z) représente le flux physique. On définit 2" comme la solution numérique de (4.3)

0, (4.3)

a x =1Ax et t = nAt, avec Ax le pas d’espace du maillage et At le pas de temps. Pour
respecter les propriétés de conservation, le schéma numérique associé a (4.3) s’écrit sous

la forme:

gt == a(fra - 1) (4.4)
2 2
At

N _ At % , , ;. NE T . 1
ou A = 3+ et f; 8! est communément appelé flux numérique a l'interface i + 5. Le flux

numérique discrétisé sur n points (f*

il = f(21, 20 241, #1hs)) est consistant avec la loi

de conservation (4.3) s'il vérifie:

[ (z,2,2,2) = f(2).

Le schéma numérique (4.4) vérifie la propriété de variation totale décroissante (TVD) si
la monotonicité de la solution est préservée au cours du temps. Connaissant la solution

initiale du probleme (4.3), le schéma numérique est dit TVD s'il vérifie la propriété:

+oo
1 N
TV (") <TV("") ot TV(z") = Z Oy 12"
1=—00
avec la convention générale pour toutes les fonctions discretes w:
5i+%w = Wiy1 — Wy
Alors, si on réécrit le schéma (4.4) sous la forme:
1 —
2t :zf—A(CH% H%z"—{—C’;r_%éi_%z") (4.5)
le schéma (4.5) est TVD sous les conditions
c ! <0
C'itl > () pour tout i. (4.6)
2

)\(C’;;%—O‘ )§1

it
Bien qu’un schéma linéaire TVD soit d’ordre 1, cette restriction ne s’applique pas aux
schémas non-linéaires qui peuvent étre rendus TVD a un ordre supérieur (Hirsch (1990)
[63]).
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Schéma décentré du ler ordre

a. forme caractéristique

A Torigine, le schéma upwind est basé sur la forme caractéristique d’une équation de
transport linéaire telle que:

% + ag—i =0, (4.7)
et sa discrétisation dépend du signe de la vitesse caractéristique a; pour a > 0 (resp.
a < 0), on discrétise le gradient de la solution par une différence amont (resp. avale).

Si on suppose que le flux physique est linéaire (f(z) = az), le flux numérique s’écrit

(f+ 1) — =sign(a) (fy — 17)

(1) _
fi+ o 2

DN | —

(NI

Pour étendre ce schéma a un probleme non linéaire, il suffit de définir une vitesse
caractéristique locale (Yee (1987), [150]):

5., 1f

7.—0—7 .

Tz 0012 7# 0
2

(4.8)

g—’;| i+1 sinon
Le flux numérique upwind d’ordre 1 (UPW1) pour le probleme scalaire non linéaire (4.3)
s’écrit alors:

#(1 1 n n 1 ; n n
ff;m = zi; — 9 (fz + f7;+1) - §Slgn(ai+%) (fi+1 — Ji ) (4.9)

Le bilan des flux numériques pour le schéma conservatif (4.4) associé a 1'écriture gé-

nérale (4.5) et la définition de la vitesse caractéristique (4.8) permettent de déduire:

1+ sign(a; 1)
C_ L= ai+l < +3
i3 2 2

o 1-— sign(aH%)
ity i 2

On montre ainsi que le schéma UPW1 est d’ordre 1 en espace et en temps, et qu’il vérifie

les propriétés TVD sous le critere CF Lryp (4.6):

A <1

a

i1
i+3
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b. décomposition des flux

Apres la forme caractéristique, on présente ’approche par décomposition du flux (fluz
splitting). Sa dépendance directe avec le signe de la vitesse caractéristique a été intro-
duite par Steger et Warming (1981), [125]. Cette approche est une alternative a la forme
caractéristique, pratique pour écrire les discrétisations.

D’une maniere générale, on peut décomposer le flux physique en la somme de deux

contributions, I'une positive et ’autre négative:

fi= i+ f (4.10)

Cette décomposition permet d’évaluer le flux a 'interface en faisant le bilan des contri-
butions positives et négatives de flux qui traversent cette interface. Si on considere les
contributions comme constantes par maille, on obtient une définition équivalente de (4.9)
du flux numérique au ler ordre:

f*f; :fi++fi:-1 (4'11)

7

Schéma décentré d’ordre supérieur

On peut obtenir un schéma décentré d’ordre 2 en espace en introduisant plus de
points dans la discrétisation. L’approche MUSCL (Monotone Upstream-centred Schemes
for Conservation Laws) permet de générer des schémas upwind d’ordre 2 par extrapolation
de la variable sur les interfaces. Cependant, lorsque le flux ne dépend pas explicitement
de la variable, on doit recourir a une interpolation du flux lui-méme sur les interfaces. On

peut noter que ces deux méthodes ne sont pas exactement identiques lorsque le flux est
non linéaire (Hirsch (1990), [63]).

a. schéma upwind d’ordre 2

En se basant sur I'approche par décomposition du flux, on peut extrapoler les contri-
butions du flux a l'interface. Une extrapolation amont (resp. avale) d’ordre 2 est utilisée
pour le flux positif (resp. négatif)

+(2) 1
f<+% = fi++ 2 (f:r - z—tl) )

)

2 _ 1, _
fi-i-(%) = fin — B) (fi+2 - fi+1) :
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On en déduit le flux numérique a 'ordre 2 (UPW2):

£

l\)l»—lv

— @) —(2)
- fi-l—% + fi+%

a 'aide de la définition du flux physique (4.10) et du flux numérique au ler ordre (4.11),

on obtient:

i——f+ f+ zl_fz

— /i

z‘+%f_ = Jit1

- fz‘+§

f,
— Ji

m\»—t

ce qui permet de réécrire le flux upwind a l'ordre 2 en espace (UPW2):

Zli]iW? - f:;(_2 = ;:(_11 (fz fz l) (fz 1= f*(l)) (412)
A partir des relations (4.4), (4.5) et (4.8), on en déduit:
1 11
t= 1 - — = * 4.1
Ciy \(JFQ 2rt, i (4.13)
p 2
p2
_ 1 11 B
Oi—i—% = 11 +§_§Ti_§ ai+%, (414)
p 2
p2
ol les fonctions qui informent sur la régularité du flux sont définies par
5i+lf i——f_
T. 1 — 2 et T_ 1 (4.15)
=3 + z—i—— —
0 %f 3 Z+%f

La partie (pl) correspond a la discrétisation upwind d’ordre 1, tandis que la partie (p2)

correspond a l'extension du schéma au 2nd ordre.

Par définition, on a a™ > 0 et = < 0, cependant les deux premieres conditions TVD

(4.6) ne peuvent pas étre vérifiée car les fonctions r* et 7~ ne sont pas bornées a priori.

Le schéma UPW2 n’est donc pas TVD et peut introduire des oscillations numériques

parasites dans les zones irrégulieres.
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b. schéma upwind d’ordre 2 TVD

La décomposition de flux opérée pour obtenir UPW2 n’est pas suffisante pour préve-
nir 'apparition des oscillations au voisinage des chocs ou des transitions abruptes dans
ce schéma d’ordre 2. Pour éviter ces désagréments et obtenir des transitions raides et
monotones pres des chocs, il est nécessaire d’introduire une limitation non-linéaire du flux
numérique par l'intermédiaire d'une fonction de pondération appelée aussi limiteur.

Sachant que le schéma UPW1 est déja TVD, on choisit de ne pondérer que localement
les termes (p2), en fonction de la régularité du flux. Les relations (4.13) et (4.14) pondérées

s’écrivent alors:

1 1 ¥
cto=| 1 +2ut, - -T2 | 4F 4.16
T |~ e T, | (4.16)
pl =3
2
-
_ 1 153 _
pl i+5
2

ou la fonction de pondération ¥ est appliquée aux indicateurs de la régularité de la solution

T
Ainsi, pour assurer les 2 premieres propriétés TVD, le limiteur doit vérifier une méme
condition:
1 1v
1+ 5\11(3) - §ﬂ >0, Vr,s. (4.18)
r

tandis que la troisieme condition TVD, relative a la C'F Ly p du schéma, conduit aux

conditions suffisantes proposées par Sweby (1984), [130]:
|‘P(7“)

Mat —a™) <

—U(s)| <D Vrs
1

702 =CFLpyp avec ® = max(V(r)) Vr (4.19)

Le schéma UPW2 rendu TVD par 'utilisation de limiteur s’écrit alors:

ZchrpszVD f*(1)+2‘11+ (fz fi %)+1\p— (fZJrl f )). (4.20)
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Schéma centré d’ordre supérieur en temps et en espace

a. schéma de Lax-Wendroff

Tous les schémas centrés explicites du second ordre sont dérivés du schéma de base
de Lax-Wendrofft [63]. L'idée de ce schéma consiste a estimer la solution numérique de

chaque niveau temporel par un développement limité a ’ordre 2 en temps:

0z At?20%z
n+1 — A il = 7~
I A T TP

Ensuite, toutes les dérivées temporelles de la solution sont remplacées en fonction des dé-

+ o(At?), (4.21)

rivées spatiales du flux et de sa vitesse caractéristique pour respecter la loi de conservation
(4.3). Avec f = az, on a:

0z of af 0z

—=—7 et — =a

ot ox ot ot
La relation (4.21) devient:

of  At* 9 [ Of
n+l _ 3
“ At@x 2 Oz ( (9x) T olAr)

Enfin, une discrétisation centrée du 2nd ordre est utilisée pour exprimer la variation
spatiale des flux. Ceci conduit a la version non-linéaire a un pas du schéma de Lax-
Wendroff:

n+1 n 1 n 2 n n n n

I 5)\( i+l T L)+ )\ a ,,+1( i+l T ) = Q(fz — fit)]-
Le flux numérique de ce schéma centré du second ordre en espace et en temps est donné

par:

D= 118 = (it Foen) = Aary (i — ) (1.2)

Malgré sa bonne précision dans les zones régulieres, ce schéma centré explicite oscille et
n’est pas du tout satisfaisant au voisinage des discontinuités ou des forts gradients de la
solution. Pour étre stir du bon comportement de la méthode, on doit le rendre TVD en

limitant les lux numériques, comme dans le cas du schéma upwind d’ordre 2.

b. schéma de Lax-Wendroff TVD

Dans un premier temps, on reformule le flux numérique (4.22) en un flux du premier

ordre (p1) plus une correction (p2) qui étend le flux au second ordre. Pour cela, on emploie
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la méthode de décomposition du flux (4.10) et on exploite les propriétés a = a* + a~ et

at.a” =0 (Hirsch (1990), [63]). Le flux numérique se réécrit sous la forme:
1 1
fLW— D St ( >‘a ) z+1f+ (1+)\a ) z+1f— (4.23)
—_———— 2
pl Y
p2

Ensuite pour rendre le schéma (4.23) TVD, on limite localement les flux “correctifs” (p2)
en fonction des mémes limiteurs ¥ que pour le schéma UPW2TVD. Le schéma de Lax-

Wendroff rendu TVD par I'utilisation de limiteur de flux s’écrit alors:

_ 1 1 _
iivz_/TVD:f;r‘*'sz‘i‘Q\D(p )(1_)@ )H—lf __\Ij( H )(1+)\a )H—lf

ou les fonctions relatives a la régularité de la solution sont redéfinies par:
(1= Xa,” 1) i—lf+ (1+)‘ai_+%)6i+%f_

Pivs = (1-— >\CL ) H—lf » P (1+ )‘az‘_+l)6i+%f_.
2

Schémas basés sur la méthode des caractéristiques

Apres les méthodes d’interpolations utilisées pour augmenter 'ordre des schémas dé-
centrés upwind et les développements limités introduits par la méthode centrée de Lax-
Wendroff, on présente la méthode des caractéristiques pour résoudre les problemes d’ad-

vection.

a. intégration par différences finies

On part d’une solution linéaire par morceaux z(z, t) reconstruite a partir de la solution

initialement constante par maille z; et de la pente Z;:

Xr — T;

2z, t) =z + 4 ( AL ) Ve el ={z\ |z — z;| < iAx} (4.24)

La résolution de la loi de conservation (4.3) se ramene a la résolution de la loi de
conservation modifiée sur intervalle de temps Tz = {t\ |t — t""2| < sAt} pour la

solution linéaire par morceaux z(z,t):

0:  Of
=0 4.25
ot *or Oox ’ (4.25)
et le flux numérique s’obtient sous la forme intégrale:

* 1 £rs
fio = /T e (4.26)
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. 1 . .
inter x;, 1, pour 2 ution mprise entre 2" et 27 ;. Alor n
A Tinterface x;, 1, pour t € T""2, la solution est co se entre z;' et 27, ;. Alors, selo
2

Le Veque (1992), [77], le flux modifié s’exprime par:

r f(zln)—{_( ( H-l?t) )&1-1-% Si CLH_% >O

fE(y,t) = (4.27)
f(zin—i-l) + ( ( 7,+ 7t) H—l)&i—i-% si CALH_% <0

avec la vitesse caractéristique a l'interface:

f(2) — f(&7)

n n
Zir1 T 4

a =

i1
i+35

Au voisinage de l'interface x;,1, la loi de conservation modifiée (4.25) se réduit a

I’équation d’advection:

0z . 0z

donc la solution a linterface a l'instant ¢ peut étre déduite “en remontant” sa courbe

caractéristique (a la vitesse a,,1):
2

Z(x, 1, t)=Z2(x; 10 — (t—t" 1,tn
z+2 7,—1—2 7,+

sous la condition CFL:

La solution continue par morceaux est advectée parfaitement le long des caractéristiques

de I’équation de transport:

2! —i—( —(t—t")a,, >Z—T; si a1 >0,

ZA/('TH- ’t) - 4n
(28— (=g ) B s, <0

Finalement, on en déduit le flux numérique (4.26):
fGM) + da,, <1—)\a ) i sia;,1 >0,
= ? T2 (4.28)
F(2n) + 5050 +1 (‘1 - MLH%) Zh siag <O
Dans la reconstruction linéaire par morceaux (4.24), si on choisit une pente telle que:

, n n .
Zi = Zipg — % POUr Gy >0,
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on constate que le flux numérique (4.28) correspond au flux numérique du schéma de
Lax-Wendroff.
Pour rendre ce schéma TVD, on choisit des pentes Z' appropriées en utilisant par

exemple le limiteur M Mgz définie par:

Z n n 1 n n n n
Z; = M Mg 5(Zi+1 - 2), §(Zi+1—z‘—1)>ﬁ(zi — 20, | (4.29)

avec
miny{v,} si v, > 0Vp,
MMA{vy,vg,...} = maz,{v,} siv, <0Vp, (4.30)
0 sinon

Ce schéma est 'équivalent du schéma Lax Wendroff TVD a limiteur de flux. Ici ce-
pendant, la limitation est faite directement sur la pente de la solution reconstruite tandis

que dans la méthode LWTVD la limitation porte sur les flux.

b. intégration par volumes finis

Dans le contexte des volumes finis, on connait initialement une solution moyenne par

maille (constante par morceaux) de la forme:
2(x, t") =z Vx € I,
ou zI' est la moyenne approchée a t = " sur la cellule centrée en z;, I; = {z \ |z — x;| <

s Az}

o b "
N /IZ z(z, t")dx (4.31)

Comme précédemment, on redéfinit une solution approchée linéaire par morceaux de
la forme:

xr — T

Ax

2(z, ") =21 + 4 ( ) Nr el (4.32)

ou Z; est la pente discrete reconstruite a partir de la solution moyenne sur la cellule.
Vincent et al. (1999), [143] présentent un schéma numérique pour résoudre I’équation
d’advection linéaire sur la cellule I;:

0z 0z
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En utilisant la méthode des caractéristiques, ’équation d’advection locale (4.33) est

résolue exactement:
2(x, ") = 2(x — aAt, t"),Vx € Ly (4.34)

Par la définition (4.31), la solution moyenne sur la cellule I; a 'instant ¢"*! est obtenue
par l'intégration spatiale suivante:

1 [
Zitl = E/ = 2(x — aAt, t")dx (4.35)

x.
i—

1
2
et 'intégration pour une vitesse constante a > 0 conduit au flux numérique MC:

froy = 1)+ 3a (= da) &0 (4.36)

L’analogie du flux numérique (4.36) avec le flux numérique non-linéaire (4.28) amene
Vincent et al. (1999), [143] a construire au final le schéma MCTVD tres voisin de celui de

Lax-Wendroff TVD non-linéaire et basé sur le limiteur de pente Superbee:

2T = W) (2 — 7)

avec l'indicateur de la régularité de la solution numérique:

n =N
R TR
Tl = 2o —
2 Zp T A

Influence du limiteur

Il existe de nombreuses fonctions qui vérifient la condition (4.18) (Leveque (1992),
[77]). Deux des limiteurs particulierement utilisés font partie de la classe des §—limiteurs

définis par:
Us(r) = maz[0, min(Br, 1), min(r, )] (4.37)

Le limiteur Minmod est défini par g = 1, tandis que 3 = 2 définit le limiteur Superbee.

Le limiteur de Van Leer est également tres employé:

=]
14|

\IIVL(’I“)

Bien entendu, chacune de ces fonctions a un impact différent sur la solution. Sweby (1984),

[130], compare en particulier ces trois limiteurs sur les problemes de convection linéaire
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1
"l_ Firei dfd8af —
:I I= S— A Firei srdas
J/A\x

JF"'_“Jf | 7\ ._

(a) Signal carré (b) Signal sin”

Figure 4.2 : Comparaison des limiteurs (premier ordre, minmod,

superbee) sur un cas d’advection linéaire; selon Sweby

(1984), [150].

d’un créneau et d’'un signal sin? (figure 4.2). Il montre I'effet de compression de Superbee,
tres bien adapté pour le créneau, mais qui tend a rendre carré le sommet du sin?. Minmod,
malgré une diffusion supérieure mise en évidence sur le créneau, représente bien le signal
sin? qui est plus régulier. Pour ces problémes de convection, le limiteur de Van Leer semble
le bon compromis entre les deux précédents. Cependant, la C'F Ly p qui lui est associée
(la méme que Superbee) est plus restrictive que pour le Minmod, puisque selon (4.19) on

a:

Prrinmod =1 = CFLryp < (4.38)

DN — ol o

(I)Superbee = (I)VL =2= CVF’LTVD < (439)

Méme en présence de dune sous-mariens fortement disymétriques, le profil des fonds
sableux reste assez doux, l'utilisation du limiteur Minmod et donc préférable au limiteur

Superbee.
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Extension des schémas TVD en 2D

Pour préserver 'ordre des schémas TVD en 2D, on peut étendre les schémas 1D par
une méthode prédicteur-correcteur ou bien par une méthode a pas fractionné de type
Strang (time splitting). Par exemple, Vincent et al. (1999) présentent un schéma de Lax-
Wendroff TVD a limiteur Superbee en 3D directement déduit de la formulation 1D. Ils
appliquent en séquence le schéma 1D dans chaque direction en prenant comme solution

de référence la solution advectée dans la direction précédente:

s =z — Aemax(0,a,)(2; — 2" ;) — A min(0, az) (271 ; — 27)
1 , ,
+ §Ax max(0, a;)(Aza, — 1) (zxijVD — zx?_{yD)
1 . , ,
+ EAQE min(0, a;)(Aza; + 1) (Z$?+:£‘j/D - zijTVD)
zz";rl =27 — Aymax(0,a,) (2]} — 275 _,) — Aymin(0, ay ) (277, — 277)
1 , ,
+ SAmax(0,a,)(\ay = 1) (575 VP = 415 1VP)

1

T3

a0 1) (555755 7)

Toutefois, il faut noter que ces techniques d’adaptation des schémas TVD 1D en plu-
sieurs dimensions peuvent introduire de légeres distorsions lorsque le champs des vitesses

d’advection est fortement cisaillé.

On présente une comparaison les différents schémas TVD dans la section 4.3. On
retient le schéma MCTVD pour ces bonnes performances, cependant, comme on I’a précisé
avant, le limiteur Superbee “sur-comprime” les solutions et il serait souhaitable d’exploiter

le limiteur Minmod.

4.2.2 Schéma NOCS pour intégrer les lois de conservation hy-

perboliques

A la différence des schémas TVD présentés dans le paragraphe précédent, le schéma
central non-oscillant (NOCS) permet d’intégrer directement par volumes finis les lois

de conservation hyperboliques, au second ordre en espace et en temps, sans recourir a
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I'estimation d'une vitesse caractéristique d’advection (Jiang (1998), [69], [68]). En fait,
ce schéma est basé sur la modification des schémas essentiellement non-oscillants (ENO)
proposée par Shu et Osher (1989), [118].

A partir de la moyenne de la solution sur les cellules du maillage, cette méthode se
décompose en deux étapes. D’abord, on prédit la solution discrete des moyennes initiales
basée sur une reconstruction non-oscillante affine par morceaux. Ensuite, en guise de
correction, on exploite cette solution discrete en intégrant la loi de conservation sur des
cellules décalées.

Pour approcher la loi de conservation (4.3) par un schéma central, on consideére initia-

lement une solution constante par morceaux de la forme:

z(x, t") = zZ0

Vo el = {z\ |z — z;| < Az}

ou z!' est la moyenne approchée a ¢t = t" sur la cellule I; centrée sur z;. On définit alors

la solution moyenne par:

IS

1
n— T g 2(x, t")dz

La premiere étape consiste a reconstruire une solution approchée, linéaire par mor-

ceaux, de la forme:
n n , r — T 1
2(x, t") = 2"+ 4 Ao Ve el = {z\ |z — x;| < 5Ax} (4.40)
x

ou %; est la pente discrete reconstruite a partir de la solution moyenne sur la cellule.
Pour garantir une précision a l'ordre 2, cette pente doit approcher la dérivée spatiale

correspondante au méme ordre:

Z = Aarg—;(xi,t”) + o(Az?) (4.41)

De plus, pour respecter le principe du maximum des approximations scalaires, les pentes
discretes sont reconstruites par 'intermédiaire d'un limiteur. Ici, on utilise la famille des

(8 — limiteurs définie par
, -n -n 1 -n -n =n =n
4= MMpg | B(Z — Z), §(Zi+1 —Z4), B —zL), |
avec la fonction limiteur:
miny{v,} si v, > 0Vp,
MM{vi,v2,... } = maz,{v,} siv, <0V, (4.42)

0 sinon
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La deuxieme étape consiste a intégrer la loi de conservation (4.3) sur le volume de
[t",t"*1]. On obtient

controle décalé en espace I, 1 et sur I'intervalle de temps T, 1

I’expression exacte:

1
zgfél =% — A x5 /T 1 (fisr(t) = fi(t)) dt (4.43)

n+§

ol la solution moyenne décalée est exprimée en fonction de la solution continue par mor-
ceaux (4.40):

n Lo L.,
Zi-i-% = 5(22 + Zi—i—l) + g(Zz — Zi—i—l) (444)

On approche I'intégrale temporelle dans (4.43) a 'ordre 2 en temps par:

1 n+%
X7 /T . fi(t)ydt = ;2 + o(At?)

1
2

ou

7= ) (4.45)

1
La solution discréte intermédiaire z; "2 proposée par Jiang (1998), [69], est obtenue

par un développement de Taylor a l'ordre 2:

ntd 1. .0
o = 5 SO (@, 1) + o(AP)

ol % est exprimé en fonction de la variation spatiale du flux comme dans le schéma de

Lax-Wendroff. Le flux étant reconstruit de la méme maniere que la solution (4.40) avec

(4.41), on en déduit la solution discrete intermédiaire:

a1 1,
P M (4.46)

2

Ainsi, avec la définition du prédicteur (4.45) et (4.46), on obtient la solution moyenne

sur une cellule décalée a I'instant "™ du schéma central non-oscillant (NOCS) a Pordre
2:
n 1 —n —n 1 . . n+s n+i
Zlfél =&+ + g(zz —Z) = A i — i

2
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Extension du schéma NOCS en 2D

La méthode NOCS permet de traiter directement l'intégration en volume finis de la
loi de conservation hyperbolique et elle peut s’appliquer directement en 2D sans dégrader

ses propriétés initiales:

e 1 p 1 ,
G0 = Ay gheteis = SNy
1
sn+1 _ —(=zn n =n =n
Zirliel T 4(27;,]' + 2t 2t 2 )

1 1 n+i n+i
/ / 2 2
+ _(Zm‘,j - in+1,j) — A |:f$z‘+1,j ER :|

16 2
1 1 n+3 n+i
_>‘y [ yi,j+21 - fyi,j 2]

1_6(2‘1”3 - Z,yi,j—i-l) 3

Inconvénients et améliorations de la méthode

L’inconvénient majeur de cette technique est que la diffusion numérique de ce schéma,
permettant de compenser les effets de dispersion (oscillations) au voisinage des irrégu-
larités, est directement influencée par la CFL qu’on utilise (Bianco et al. (1999), [13]).
Ainsi, de par 'intégration spatiale décalée de la solution reconstruite, on remarque que la
solution diffuse inévitablement au cours du temps au voisinage d’une discontinuité, méme
si le bilan de flux est nul (figure 4.3).

Un inconvénient mineur est le décalage spatial du maillage de la solution a chaque
itération. Jiang et al. (1998), [68], proposent néanmoins une modification simple de la
méthode pour s’affranchir de ce décalage. La solution reste sur le maillage d’origine si on
integre deux fois la loi de conservation. Cela permet de rendre la méthode plus pratique
a utiliser malgré une légere augmentation de la diffusion générale.

Dans des problemes tres irréguliers, pour controler plus efficacement le probleme de
diffusion, I'utilisation d’une résolution multigrille semblerait bien adaptée car I’analyse de
Ierreur lors du raffinement offre la possibilité d’identifier si la solution est réguliere ou
discontinue (Bihari et Harten (1997), [14]; Arandiga et al (1999), [3]). De ce fait il est
possible de raffiner le maillage dans les zones irrégulieres et d’obtenir une solution moins

diffusée.

On peut améliorer le schéma NOCS sur deux autres points: (i) suppression de I’étape
prédicteur (NOCS12) et (ii) modification des limiteurs (NOCS12p).
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Figure 4.3 : Illustration d’une cause majeure de la diffusion du
schéma NOCS au cours du temps (a,b puis c), sur
une solution initialement irréguliére (discontinue) et

lorsque le bilan de flux est nul.

Tout d’abord, on propose d’améliorer le prédicteur (4.46) en exprimant la solution

intermédiaire en fonction des instants précédents:
L1
z, 2= 5(3% -z (4.47)

Cette estimation est également a 'ordre 2 en temps et permet de réduire de moitié le
temps d’un cycle de calcul de la méthode NOCS.

Ensuite, on a redéfini le limiteur utilisé pour reconstruire la solution. La pente locale
peut étre limitée en tenant compte de la régularité de la solution, c¢’est pourquoi, comme
dans le schéma de LWTVD, on exploite les fonctions de pondération W. La pente décrite

par le limiteur MM dans (4.37) est désormais déterminée par

On note également que le limiteur décrit initialement dans NOCS n’est pas entiere-
ment satisfaisant et ne permet pas de supprimer totalement les oscillations obliques. Pour
cela, on a testé une reconstruction de la solution sur 9 points pour prendre en compte
tous les noeuds voisins. Cette technique n’a cependant pas permis de gommer les petites

oscillations qui apparaissent sur des fronts obliques.
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4.3 Comparaison des méthodes

On compare les méthodes précédentes UPW1, UPW2TVD, LWTVD, NOCS et MCTVD,
d’une part sur un cas 1D de transport sédimentaire non-linéaire dont on présente la solu-
tion analytique, et d’autre part sur le cas qualitatif de I’équation de Burger 2D avec une
solution initiale discontinue.

Dans le cadre de la morphodynamique sédimentaire sur les plages, ces configurations
de validation tres irrégulieres sont extrémes, mais elles présentent l'avantage de tester
véritablement le comportement des schémas pour des probléemes hyperboliques fortement

non-linéaires.

4.3.1 Morphodynamique 1D avec une solution analytique

Le probleme consiste a résoudre 1’évolution morphodynamique simplifiée d’'une dune
initialement en forme de créneau par la théorie des caractéristiques (figure 4.4).

r

IS DN ST NS SN ESNA

h=-£f
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Figure 4.4 : Illustration de la condition initale du probleme mor-

phodynamique 1D simplifé.

On suppose que la surface libre (rigide) de I’écoulement reste horizontale, donc la

profondeur est donnée directement par la cote du fond:
h+Z;=0

L’écoulement stationnaire 1D est maintenu par un débit constant (Qp). Le flux de sédiment
est défini par la formule de transport de Engelund-Hansen:

0.05
(s — 1)%/gdsoCh,’

ol le débit liquide Qy = 5 m?.s7!, la hauteur d’eau hy = 10 m, la densité spécifique du

Qi = apQo"(—Z5)™™ avec ag=

(4.48)

sédiment s = 2.65, I'accélération de la gravité g = 9.81 m.s~2, le diameétre moyen du
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sédiment dsy = 2.107* m et le coefficient de Chézy C}, = 18log (%) sont supposés
constants.

La loi de conservation du sédiment est donnée par:
ot ox

avec Zs(x,t) la cote du fond et @ le flux de sédiment. La solution initiale est un créneau:

0, (4.49)

Zpn si0<z—e<L,
Zf(ZB,O):

Zfo sinon,

avec Zp = —9 m et Zyy = —10 m pour une longueur L = 250 m. On introduit le
déphasage d’une demi-maille (¢ = %A{E) pour obtenir les discontinuités initiales sur les
interfaces des cellules du maillage plutot que sur le maillage lui-méme. Ainsi, on évite un
décalage entre la solution initiale exacte continue Z(x,0) et la solution initiale exacte
discrete Z¢(z4,0).

Avec la définition (4.48) du flux de sédiment, on reformule facilement la loi de conserva-
tion (4.49) pour faire apparaitre la vitesse caractéristique non-linéaire a(Z) d'un probleme

d’advection:

0Z; 0Z; _ 0@y
wra + a(Zf)% =0 avec a(Zy) = 97z

Ainsi, par rapport a la solution initiale, on distingue deux vitesses caractéristiques

= maoQy"(—Z;) """

de propagation majeures de la solution: ag = a(Zyy) pour le bas du créneau et a; =
a(Zsy) pour le sommet de la dune. Dans un premier temps, la construction des courbes
caractéristiques fait apparaitre 3 régions du plan (x,t) distinctes (figure 4.5). Dans les
zones ou les droites caractéristiques sont localement paralleles entre elles, le créneaux
est convecté sans déformation aux vitesses ag et a;. Ensuite, a I'interface de ces régions,
on observe 2 zones de transitions typiques de la propagation d’une onde non-linéaire:
(i) d’abord en x — € = 0, la divergence initiale des courbes caractéristiques préfigure la
formation d'une onde de détente (°?), (ii) puis en  — ¢ = L, la convergence initiale des
courbes caractéristiques qui conduit a la formation d’un choc (°°).

Au niveau de ces interfaces, on connait I'état a gauche (,) et 'état a droite (4), par
conséquent la solution est obtenue en résolvant deux problemes de Reimann distincts
(Leveque (1992), [77]):

(i) la solution de 'onde de détente pour ce probleme scalaire convexe est donnée par:

5 T — €

Zyla,t) = 25

), agdt <z-—e<allt,
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4.3 Comparaison des méthodes
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Figure 4.5 : Courbes caractéristiques initiales du créneau

_1
mOéoQom) et

olt Z;(€) est solution de Q4(Z;(€)) = €, c’est-a-dire
§

(

Z(§) = -
(i) 'onde de choc quant a elle doit vérifier la condition de saut de Rankine-Hugoniot

qui relie la vitesse de propagation du choc a, aux variations de la solution et du flux a
(4.50)

travers le choc:
Q-
(25— Z5)

tandis que l'existence du choc est soumise a la condition d’entropie de Lax:

oc oc
a,; < a. < ay

Tant que I'onde de détente n’interagit pas avec I'onde de choc, on a:

agd =ay , agd = ay,

agc =a , ay = ao,

25, =2Zpn 5 Zig = Zyo,
) Q?g = QtOJ

Qi = CQn

On en déduit que la vitesse du choc (4.50) reste constante et que la solution exacte de ce
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probleme est donnée par:

Z 0 si x—e < apt,

A (=) si apt <x—e€<at, L
Ze(at)y =4 T Vot <

Zn si a1t <z — €< at, a1 =

Z 0 si ait+L<x—e¢

Les figures (4.6) et (4.7) illustrent les résultats numériques obtenus sur ce cas test. On
constate que la méthode UPW2TVD ne converge pas vers la bonne solution du probleme,
alors que les autres schémas donnent tous de bons résultats avec peu d’écart entre les
différentes méthodes. Toutes les méthodes présentées sont plus efficaces que le simple
schéma upwind (UPW) et nous vérifions qu’elles sont bien d’ordre supérieur a 1 en espace.
Le tableau 4.1 récapitule les erreurs relatives et les ordres de convergence spatiale pour
chaque méthode. Les colonnes relatives a la norme N, sont données a titre indicatif car

elles ne sont pas représentatives dans le cas ou la solution présente des discontinuités.

On remarque que le schéma UPW1 diffuse fortement. Par contre, le schéma UPW2TVD,
malgré la bonne représentation du front, n’est pas du tout satisfaisant car ’'onde de détente
est “surcomprimée”. On constate bien que le résultat obtenu par la méthode MCTVD est

tres voisin de celui obtenu par la méthode LWTVD.

On observe également que les schémas NOCS se comportent bien malgré une diffu-
sion supérieure au schéma LWTVD. De par la méthode d’intégration décalée les schémas
NOCS sont tres sensibles a la CFL, et réduire la CFL augmente l'effet de diffusion de
NOCS. Le nouveau prédicteur de la méthode NOCS12 permet de réduire le temps de
calcul tout en conservant les propriétés du schéma de base. Dans le schéma NOCS12p,
I'utilisation du limiteur basé sur I'indicateur de régularité permet de réduire significative-
ment la diffusion du schéma de base mais ce limiteur semble trop “violent” car il rend la

partie haute de 'onde de détente “carrée”.

On retiendra de ce cas de validation que les méthodes NOCS et MCTVD permettent
de résoudre a un ordre supérieur a 1, les problemes de morphodynamique méme sur une

bathymétrie tres irréguliere.
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Figure 4.6 : Comparaison des schémas Upwind aprés 64 pas de
temps a une CFL de 0.4 (64 noeuds).
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Tableau 4.1 : Comparaison des schémas TVD d’ordre supérieur par

rapport a la loi de conservation hyperbolique non-

linéaire.
Schéma | LM | Erreur Ny | Erreur Ny | Ordre N | Ordre N,
CFL=04

ATVD 32 8.666e-2 2.029e-3 - -
64 5.6b1e-2 6.371e-4 0.6170 1.671
128 | 4.799e-2 2.703e-4 0.2356 1.237
256 | 3.003e-2 9.154e-5 0.6765 1.562

LWTVD | 32 8.814e-2 2.057e-3 - -
64 5.733e-2 6.480e-4 0.6204 1.667
128 | 4.716e-2 2.664e-4 0.2819 1.282
256 | 2.852e-2 8.661e-5 0.7255 1.621

NOCS12 | 32 8.446e-2 2.156e-3 - -
64 5.966e-2 7.294e-4 0.5016 1.563
128 | 5.393e-2 3.237e-4 0.1456 1.172
256 | 4.144e-2 1.288e-4 0.3801 1.330

NOCS12p | 32 8.696e-2 2.154e-3 - -
64 6.258e-2 7.280e-4 0.4746 1.565
128 | 5.248e-2 3.022e-4 0.2539 1.269
256 | 3.896e-2 1.162e-4 0.4299 1.379

NOCS 2 | 32 7.878e-2 1.955e-3 - -
64 5.245e-2 6.368e-4 0.5868 1.618
128 | 4.631e-2 2.814e-4 0.1797 1.178
256 | 3.400e-2 1.164e-4 0.4457 1.274
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4.3.2 Equation de Burger 2D

Dans ce test, on résout 1’équation de Burger 2D défini par:

0Z; N oF, N OF,
ot ox dy

1
Fz(xvyvt) - Fy(l',y,t) - QZf(xvyvt)27 (452)

—0, (4.51)

avec la solution initiale discontinue par morceaux représentée sur la figure (4.8):

(

—1.0 siz >0,y >0,

—0.2 siz >0,y >0,
Zy(z,y,0) = (4.53)

0.5 siz <0,y <0,,

0.8 siz >0,y <0,,

\

La solution de ce probleme correspond a la propagation et 'interaction des discontinuités
initiales. Plusieurs ondes de chocs, dont une oblique a 45°, apparaissent ainsi qu'une onde

de détente.

e T}

1

zf (m)

wim)

Figure 4.8 : Solution initiale du probléme de Burger 2D.

Les figures (4.9a) et (4.9b) permettent de comparer qualitativement la solution du
schéma NOCS12 et la solution du schéma MCTVD sur un maillage 64 % 64 et une CF' L =
0.4. Sur ce cas 2D, les deux méthodes donnent des résultats tres voisins au niveau de

la représentation des discontinuités, par contre I'onde de détente est plus diffuse avec le
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(a) schéma TVD

Figure 4.9 : Solution du probléeme de Burger 2D apres 64 pas de
temps a une CFL de 0.4.

schéma NOCS. On constate également que pour le schéma NOCS, la CFL modifie de

fagon importante I'intensité de la diffusion au niveau des fronts et de 'onde de détente.
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4.3.3 Advection dans un champ de vitesse tournant

Ce test correspond au déplacement d'une dune sous-marine sous l'action dans un
champ de vitesse tournant non déformant (figure 4.10). II s’agit d’un cas d’advection
linéaire (la vitesse est indépendante de la cote du fond). Théoriquement, apres un mou-

vement circulaire, la dune doit retrouver sa position initiale, sans avoir été déformée.

(a) forme initiale de la dune sous-marine (b) champ de vitesse tournant imposé

Figure 4.10 : Configuration de [’écoulement.

On résout I'équation de transport définie par:
0Zy ==
—+UN(Z;)=0

Le champ de vitesse est donné par:

u(z,y) = —Uo(y—L)/L
v(z,y) = Up(x—L)/L

avec ici, Uy =5 m/s et L = 1000 m.

Ce cas met clairement en évidence le caractere diffusif de la méthode NOCS, et
aussi son ordre supérieur a 1 (ordre 1.8). D’autre part, cette validation confirme que
le schéma MCTVD est particulierement bien adapté a la résolution du probleme d’ad-
vection, car apres un tour, la solution numérique reste tres voisine de la solution exacte

(figure 4.11a). Enfin, comme on I’avait remarqué a propos de I'influence des limiteurs, la
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méthode MCTVD a tendance a fortement aplatir le sommet de la dune et a rendre “carré

le signal initialement sinusoidal.
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Figure 4.11 : Profils de la dune obtenus apres une rotation, dans

les plans de coupe Px et Py, pour une CFL = 0.5.
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4.4 Conclusion

Dans les cas ot le flux de sédiment s’exprime de facon simple, par exemple en fonction
de la hauteur d’eau et du débit liquide, et que I’écoulement est dominé par les courants
(houle peu influente), il est possible d’obtenir une bonne estimation de la vitesse caracté-
ristique d’advection des ondes de sable.

Les schémas TVD a limiteur de flux (ou de pente) sont alors un moyen efficace pour
calculer une solution numérique de qualité. Connaissant parfaitement la vitesse carac-
téristique du probleme, la loi de conservation du sédiment est bien résolue a un ordre
supérieur. Aussi, les termes d’advection de 1’équation des ondes de sable sont traités par
la méthode MCTVD développée pour la bibliotheque de recherche AQUILON par Vincent
et Caltagirone (1999),[143].

Cependant, la portée de I’équation des ondes de sable peut étre trop réduite pour étre
représentative d'un écoulement combinant la houle et le courant. De plus, la décomposition
des flux de sédiment est souvent impossible, en particulier lorsque le flux de sédiment
s’exprime d’un maniere complexe (formule de Bailard (2.3)).

Par conséquent, il ne faut pas négliger I'intérét de la méthode NOCS. Malgré ses incon-
vénients, ce schéma reste tres intéressant pour traiter la loi de conservation du sédiment
dans les applications morphodynamiques car il est simple d’utilisation. C’est un bon com-
promis pour résoudre, a un ordre supérieur et sans oscillations parasites, les problemes

hyperboliques faiblement non-linéaires dont on ne connait pas la vitesse caractéristique.
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Chapitre 5

Application a la cote aquitaine:

étude d’une plage a barres subtidales

5.1 Introduction

Le littoral aquitain est une cote sableuse non consolidée soumise aux houles tres éner-
gétiques de I’Atlantique Nord. Son étude a permis I'observation de barres en croissant
dans la zone subtidale (figure 5.1a). Ces barres influencent la distribution spatiale de
I'énergie des vagues (Froidefond et al. (1990), [53]). Leur role est donc essentiel vis-a-vis
de I’érosion de la cote, en particulier durant les épisodes de tempeétes ou les courants sont
violents et les changements morphologiques rapides. Ce chapitre présente les premieres
investigations sur l'influence des barres pré-littorales sur la déformation du haut de la
plage et des barres en croissant elles-mémes.

Plusieurs simulations numériques de I'hydrodynamique littorale sont réalisées sur une
bathymétrie représentative du littoral aquitain. Dans un premier temps, 1’étude porte
sur les situations d’écoulement a marée haute et a marée basse, en présence d’une houle
incidente frontale puis oblique. La focalisation de la houle par la barre et son déferlement
sont qualitativement en accord avec les observations faites sur le terrain. De plus, les

résultats mettent en évidence I'omniprésence du courant de retour quel que soit le niveau
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du plan d’eau. Les courants sagittaux a marée basse sont peu sensibles a l'incidence de la
houle, alors qu’a marée haute les courants sont rapidement réorganisés lorsque la houle
est oblique. Ainsi, I'influence de la hauteur du plan d’eau sur la structure des courants
est mise en avant. Ces travaux ont été réalisés en collaboration avec B. Castelle du DGO
(Saint-Cast et al. (2002), [113]).

Le transport sédimentaire est ensuite déduit de I’hydrodynamique moyenne, et 1’évo-
lution morphologique de la plage est simulée. Quel que soit le niveau du plan d’eau (marée
haute ou marée basse), la formation d’'une barre de déferlement irréguliere sur le haut de
plage est mise en évidence. De plus, on observe que la barre subtidale n’est amplifiée qu’a
marrée basse. Ces résultats confirment la stabilité des barres subtidales en croissant ob-
servées sur la cote et insistent sur leur implication dans le faconnage de la zone intertidale
et donc sur la formation des systemes de barres et de baines.

Enfin, I’évolution morphodynamique de la plage sous 'action de la houle et des cou-
rants, et en présence de la marée est simulée. Le couplage non-linéaire entre les courants
moyens et ’évolution de la bathymétrie est réalisé, en calculant le forcage induit par la

houle sur la bathymétrie initiale pour différents niveaux de la marée.

5.2 Spécificités de la cote aquitaine

5.2.1 L’hydrodynamique littorale

Sur la cote aquitaine, la climatologie de la houle varie d’une saison a l’autre. Néan-
moins, on peut considérer que la houle au large est de secteur N-NW dominant. La période
moyenne est de T},,, = 6.5 s, mais elle peut atteindre exceptionnellement 25 secondes. Sa
hauteur significative moyenne annuelle est estimée a H,,,, = 1.36 m, cependant elle peut
atteindre pres de 10 m lors des tempétes de printemps ou d’automne (Butel et al. (2002),
19)).

En arrivant sur la plage, les vagues engendrent des courants moyens particulierement
importants dans la zone de déferlement. Par exemple, lors de la campagne d’octobre
2001 du PNEC-ART7 (Programme National d’Environnement Cétier), pour une houle
frontale de hauteur 3m et de période 13s, on a relevé des courants de retour (composante

transversale du courant moyen dirigée vers le large) de I'ordre de 50cm/s. Alors que pour
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une houle d’incidence 10°, de hauteur 2.5m et de période 14s, les courants de dérive
(composante longitudinale) étaient de I'ordre de 1m/s dans la zone de déferlement.

La marée est de type semi-diurne mésotidale (marnage en vives-eaux de 5.5m et en
mortes-eaux de 2m). Elle engendre des courants rotationnels sur le plateau continental
inférieurs a 20cm/s. Cependant sur la plage, les courants de marée sont négligeables par
rapport aux courants moyens induits par les vagues. Le mouvement de la marée est ici

assimilé a la variation du niveau moyen de la mer.

5.2.2 Les plages de sable

Sur les 230km de cote sableuse entre 'estuaire de la Gironde et celui de I’Adour, on
observe des structures sédimentaires périodiques. Dans la zone intertidale, des systemes
de barres et de baines sont présents (Pedreros et al. (1996), [104]; Michel et al (1999),
[87]). Dans la zone subtidale, a partir d'images satellite SPOT et de campagnes du Service
Hydrographique de la Marine (SHOM), le DGO a également mis en évidence des barres
en croissant (figures 2 dans 'introduction générale). Ces barres sont moins mobiles que
les barres intertidales, et leur longueur d’onde moyenne est supérieure. Celle-ci varie entre
500m et 800m, mais certains croissants peuvent atteindre 1500m ( Lafon et al. (2000),
[74]). Leur mouvement et leur taille sont étroitement liés aux conditions hydrodynamiques
moyennes.

En moyennant différentes caractéristiques (longueur d’onde, pentes, profondeur...), on
a créé une bathymétrie représentative de celles observées sur la cote aquitaine (cf. figure
5.1a et 5.1b). Cette plage ” idéalisée ” comprend une barre subtidale en croissant d’1km

de longueur d’onde et une zone intertidale lissée (profil de tempéte).

5.3 Simulation des courants moyens induits par la

houle

Apres avoir défini une bathymétrie type, on a simulé les courants moyens a partir du
modele 2D intégré sur la verticale présenté dans le chapitre 1, dans le cas d’une houle

moyenne (hauteur 1.5m, période 10s), d’incidence frontale et oblique (10°), & marée haute
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(a) photo aérienne

(b) bathymétrie moyenne avec le haut de plage lissé (deux domaines accolés)

Figure 5.1 : Représentation d’une plage d’Aquitaine avec des barres

subtidales en forme de croissant.
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puis & marée basse (marnage 5m). Pour limiter I'influence des conditions limites latérales,
la houle est calculée sur un domaine large comportant trois longueurs d’onde de la barre
subtidale. Les courants, eux, sont calculés sur une seule longueur d’onde avec une condition

limite périodique.

5.3.1 Les vagues

Validation qualitative pour une houle de tempéte

Afin de vérifier que REFDIF décrit bien le comportement de la houle au-dessus de
la bathymétrie, on a comparé les résultats numériques aux photos aériennes en notre
possession. Les résultats montrent que les sorties du modele sont qualitativement en accord
avec les observations. En particulier, dans le cas d’une houle de tempeéte, on observe bien
que la houle déferle sur les croissants en dissipant la plus grande partie de son énergie,
le déferlement s’arréte ensuite dans les fosses de lévigation avant de reprendre jusqu’a la

ligne d’eau (figure 5.2).
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Figure 5.2 : Comparaison qualitative de la zone de déferlement pour

une houle frontale de hauteur 5m et de période 13s.
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Résultats pour une houle moyenne

On présente les résultats des simulations relatives a une climatologie de vagues assez
commune (figure 5.3). Des essais numériques ont permis de montrer que les courants
moyens, et en particulier le courant sagittal, étaient trop faibles pour influencer de maniere
significative la propagation de la houle. On constate que la distribution d’amplitude des
vagues est fortement influencée par le niveau de la marée.

A marée haute, les vagues sont amplifiées essentiellement sur le haut de plage, on
remarque alors que la ligne de déferlement est presque rectiligne et parallele a la cote.
Toutefois, par réfraction sur les cornes et dans la fosse des croissants, la houle est focalisée
au-dessus du pied des croissants.

A marée basse, le phénomene de focalisation est également présent, mais la zone d’am-
plitude maximale est séparée, de part et d’autre du pied du croissant car le déferlement
se produit des le point haut du croissant. Cette fois, la ligne de déferlement est presque
discontinue. De plus, la houle est sensiblement amplifiée par la barre subtidale.

Dans le cas d’une houle oblique, on note que 'effet de focalisation de la houle par les
croissants augmente 'amplitude des vagues sur la face externe du pied des croissants la

plus exposée a la houle.

Le forcage induit par la houle représente l'effet moteur des vagues sur les courants

moyens. Il est déduit du bilan des contraintes de radiation:

Ce forgage étant essentiellement proportionnel au gradient de I’énergie des vagues, il met
clairement en évidence les zones de déferlement et il permet d’en estimer l'intensité. Ainsi,
il souligne les déformations du champ de vagues principalement dues a la forme de la
bathymétrie (figure 5.4).

Tout comme l'amplitude des vagues, le forcage induit par la houle semble globale-
ment peu sensible a I'incidence de la houle, par contre le niveau du plan d’eau I'influence
grandement. En effet, a marée haute le forcage est réparti sur le haut de plage avec une
amplification locale au niveau du pied des croissants. A marée basse, par contre, le forcage
est discontinu, avec d’une part, une répartition sur le haut de plage en face de la fosse
et une amplification locale a coté du pied du croissant, et d’autre part une zone plus au

large, sur le point haut du croissant.
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(c) marée basse, incidence 10° (d) marée haute, incidence 10°

Figure 5.3 : Amplitude moyenne des vagues pour une houle mono-
chromatique au large de hauteur 1.5 m et de période

10 s; la ligne de déferlement est représentée par la ligne

blanche.
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Ces résultats traduisent les principaux effets de la bathymétrie sur le champ de vagues

en fonction du niveau du plan d’eau. La réfraction de la houle engendrée par la fosse
conduit a une focalisation des vagues sur le pied du croissant et ses faces externes. En
faisant varier continuement la marée (de la pleine mer a la basse mer), on observerait que
les vagues déferlent plus intensément sur le pied du croissant et ses faces externes que sur
le haut de plage, jusqu’a ce que le niveau d’eau soit suffisamment bas pour qu'une zone

de déferlement distincte migre du haut de plage vers le point haut du croissant.
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5.3.2 Les courants moyens

A marée basse, on observe des courants sagittaux, les masses d’eau vont s’évacuer
plus facilement par la fosse de lévigation qui joue un role de chenal (figure 5.5a). Cette
chenalisation favorise les recirculations du courant U,,.; et les rend assez stables devant le
changement d’incidence de la houle, méme si on releve la présence d’un courant de dérive
sur le haut de plage (figure 5.5¢). A marée haute, la houle oblique déferle dans la zone
intertidale plane et induit un courant de dérive plus homogene mais légerement oscillant
(figure 5.5d). En effet, les recirculations du courant Unres que 'on observe pour une houle

frontale (figure 5.5b) dégénerent en oscillations en présence d'une houle oblique.
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(d) marée haute, incidence 10°

(¢) marée basse, incidence 10°

Figure 5.5 : Champ de courant au sens de Mei (leei); les lignes de

courants sont représentées en noir.

Pour prendre en compte 'apport de masse par les vagues, et obtenir les courants
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moyens, on superpose le courant de compensation (5 = —%) au courant Upe; (relation
(1.30) au chapitre 1). On obtient alors un courant de retour, dirigé vers le large, présent
tout au long de la marée et prédominant lorsque la houle est frontale. L’omniprésence de
ce courant permet d’expliquer I"amplification locale du courant moyen U dans les zones
ol le courant Uyye; est dirigé vers le large. Par exemple, a marée haute on observe des pics
d’intensité du courant moyen (figures 5.6b et 5.6d). De méme a marée basse, on observe
un pic de courant moyen sur le haut de plage et une amplification du courant sagittal
sur le croissant a la sortie de la fosse de lévigation (figures 5.6a et 5.6¢). Quel que soit
le niveau de la marée, les courants moyens pour une houle oblique sont plus intenses que
pour une houle frontale, ceci est confirmé par les premiers résultats expérimentaux de la
campagne d’octobre 2001 du PNEC.

On a ainsi établi des premiers résultats numériques concernant la structure et 1'ordre
de grandeur des courants induits par les vagues au-dessus des barres en croissant. En
plus de la présence des courants classiquement observés sur des plages planes (courant
de retour, courant de dérive), la focalisation de la houle sur les points hauts de la ba-
thymétrie et la présence d'une fosse de 1évigation stabilisent les recirculations du courant
et créent des courants sagittaux. Ainsi, ces résultats mettent en évidence que l'intensité
et la localisation des zones de déferlement déterminent la structure des courants. De ce
fait, ’hydrodynamique sur des plages complexes dépend fortement de la hauteur du plan
d’eau. Ces résultats sont en cours de validation grace aux données expérimentales de la
campagne PNEC-ARTYT.
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5.4 Evolution de la bathymétrie

Une fois les courants moyens forcés par les vagues obtenus, on détermine le transport
sédimentaire sur la plage a partir de la formule de Bailard (2.3) définie dans le chapitre 2.
Le bilan des flux sédimentaires permet alors de distinguer les zones d’érosion et d’accrétion
initiales. L’évolution du fond est calculée avec un pas de temps sédimentaire d’une heure.

Ici, dans le cadre de ces premieres investigations sur la morphodynamique des plages
d’Aquitaine, le couplage hydro-sédimentaire s’effectue principalement entre le module de
courant moyen et le module sédimentaire, car le forcage induit par les vagues n’est pas
réactualisé apres I’évolution du fond, on impose uniquement celui calculé sur la bathymé-
trie initiale pour un niveau de la marée donné (figure 5.7). Ces considérations permettent
d’obtenir une partie des rétroactions non-linéaires entre I’hydrodynamique et 1'évolution
du fond, en écartant toutefois celles liées a 1’évolution du champ de vagues en fonction
de la bathymétrie. Par conséquent, les résultats sur 1’évolution morphologique du fond
restent admissibles tant que la perturbation du fond est suffisamment faible pour ne pas

modifier de facon sensible le forcage induit par la houle.
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Figure 5.7 : Schéma des couplages morphodynamiques réalisés.

Sur les durées simulées (une dizaine d’heures), le comportement morphodynamique
de la plage est tres peu advectif. La méthode numérique NOCS utilisée ici pour résoudre

I’équation de conservation du sédiment n’est donc pas indispensable, et une simple dis-
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crétisation centrée pourrait fournir des résultats satisfaisants.

Le critere de stationnarité des courants moyens retenu pour toutes les simulations
morphodynamiques présentées dans cette partie est Cy = 1072, La figure 5.8 présente un
exemple typique de I’évolution du critere Cy en fonction du nombre d’itérations effectuées.
Des que le critere est atteint, les flux de sédiment sont calculés et une nouvelle bathymétrie
est déduite, ensuite les courants doivent étre re-calculés. On constate alors que la phase

d’initialisation des courants moyens nécessite trois fois plus d’itérations que les phases de

rétroaction fond-courant qui suivent.
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5.8 : Fvolution du critére de stationnarité des courants
moyens Cs en fonction du nombre d’itérations. Le
nombre d’itérations effectué par le modéle de courant
et par le modeéle d’évolution du fond est également re-
présenté. Cette situation correspond a la morphodyna-

mique de la plage pendant 4 heures, a marée basse et

par houle frontale.
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5.4.1 Transport sédimentaire

Distribution des flux sédimentaires

On constate que le flux de sédiment est fortement corrélé au courant moyen, sauf au
voisinage de la ligne d’eau ou il est tres faible.

A marée haute, on observe une répartition “en bande” des flux de sable sur le haut de
plage. De plus, des points de focalisation apparaissent tres nettement de part et d’autre
des pieds des croissants (figure 5.9b) et 5.9d). La dérive littorale est bien représentée

lorsque la houle est oblique.

A marée basse, le transport sédimentaire distribué sur la barre subtidale et le pourtour
de la fosse est essentiellement dirigé vers le large, tandis que les flux de sédiment répartis
sur le point haut des croissants sont dirigés vers la plage (figures 5.9a et 5.9¢). Comme
a marée haute, une petite zone de focalisation centrale apparait sur le haut de plage par
houle frontale. Cependant, elle disparait lorsque la houle est oblique, au profit d’un point
de focalisation beaucoup plus intense sur la face externe des pieds de croissants sous la

houle.

Les figures 5.10 et 5.11 mettent en évidence que le transport en suspension est large-
ment majoritaire par rapport au charriage (un ordre de grandeur au-dessus). De méme,
les figures 5.12 et 5.13 montrent que la contribution de 'effet de pente a chacun de ces
modes de transport est faible (un ordre de grandeur en-dessous). Par contre, la répartition
spatiale des flux de sédiment est sensiblement identique entre chaque mode de transport.

Enfin, on constate que le transport sédimentaire est majoritairement dirigé vers le
large. Une des raisons de cette direction privilégiée repose sur la modélisation de la vitesse
de frottement sur le fond. Les flux de sédiment estimés par la formule de transport (2.3)
sont basés sur une formulation simple de la vitesse de frottement (2.4) mais inadaptée pour
prendre en compte 'asymétrie de la houle. Une meilleure description du courant dans la
zone de surf est souhaitée par Roelvink et al. (1989), [107], pour prendre en compte le
caractere non-instantané de la réponse du sédiment aux sollicitations de 1’écoulement. La
modélisation (2.5) propose une alternative pour représenter plus finement cette vitesse et
pour exploiter davantage le potentiel de la formule de Bailard.

Néanmoins, méme a partir d’'une vitesse de frottement “réelle” (relevée par des couran-
tometres électromagnétiques), des difficultés persistent pour simuler le transport sédimen-

taire. Thorton et Humiston (1996), [138], ont montré que la formule de Bailard permet
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bien de reproduire les bilans sédimentaires principaux et les mouvements des bancs de
sable en période de tempéte, mais pas le creusement des fosses de lévigation observé lors
de petites conditions de vagues. De méme, Gallagher et al. (1998), [55], reportent les dif-
ficultés de prédiction de la lente migration des barres vers le haut de plage lorsque les
vagues sont peu énergétiques. La formule de Bailard mérite donc des adaptations pour

mieux répondre aux problemes de dynamique sédimentaire en milieu littoral.
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Figure 5.9 : Fluzx de sédiment total (@t) transporté selon la formule
de Bailard (1981).
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Figure 5.10 : Contribution au fluz de sédiment transporté par char-

riage (Qw) selon la formule de Bailard (1981).
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Figure 5.11 : Contribution au fluxz de sédiment en suspension (@so)
selon la formule de Bailard (1981).
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Identification des zones d’érosion et de dépot

Les zones d’érosion et de dépot sur la plage peuvent étre déduites du bilan des flux
de sédiment. Sur la figure 5.14, on montre en particulier I'intensité du remaniement sédi-
mentaire relatif a la hauteur d’eau.

Le haut de plage (zone de déferlement) est une zone particulierement active, quel que
soit le niveau du plan d’eau. Ainsi, une bande d’érosion au voisinage de la ligne d’eau
est “compensée” par une zone d’accrétion parallele un peu plus au large. Dans ce cas,
la “ligne” du for¢age maximum induit par les vagues (figure 5.4) semble matérialiser la
“ligne” d’inflexion entre ces zones. On retrouve des localisations similaires entre les zones
de remaniement important et celles ot les flux de sédiment sont particulierement intenses.
Par contre, dans les zones ou les flux de sédiment sont faibles, comme par exemple a la
ligne d’eau, on observe une alternance entre des zones d’érosion et les zones d’accrétion. A
marée basse, ce phénomene est particulierement bien marqué, les faces exposées a la houle
des pieds de croissant sont en accrétion alors que les faces sous la houle sont érodées.

En ce qui concerne les zones plus profondes, a marée haute, la barre subtidale n’est
pas du tout concernée par le remaniement. En revanche, a marée basse, elle est sollicitée.
La face exposée a la houle est en accrétion tandis que celle orientée vers la fosse est éro-
dée. Inversement, dans la zone du point haut du croissant, la face exposée a la houle est
légerment érodée alors qu’'une grande partie du pied du croissant est en accrétion.

Ces résultats montrent que le croissant forme une barre subtidale avec des pieds de
connexion a la plage stable et entretenue a marée basse. De plus le haut de plage est

faconné pour former une barre de déferlement non homogene.
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5.4.2 Evolution de la plage pour des niveaux du plan d’eau fixés

Sur la figure 5.15, on illustre la bathymétrie obtenue apres une évolution morphody-
namique de 6 heures pour un niveau du plan d’eau fixé. On met ainsi en évidence la
formation “rapide” d’une barre de déferlement sur le haut de plage dans chacun des cas.
Cette barre présente une variabilité longitudinale particulierement marquée a marée basse
car le phénomene de réfraction de la houle est plus important dans cette situation.

On rappelle que (le module de houle n’étant pas encore intégré dans le code de si-
mulation) le for¢age induit par la houle sur les courants moyens est basé uniquement sur
la bathymétrie initiale et qu’il n’est pas remis a jour au cours de la simulation morpho-
dynamique. Par conséquent, les hétérogénéités sur la hauteur de la barre de déferlement
pourraient étre amplifiées par une accrétion supplémentaire due a l'intensification locale

du déferlement et une érosion plus intense au niveau des chenaux de vidange.
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Figure 5.15 : Fvolution morphologique de la bathymétrie apres
2 heures consécutives pour un niveau de la marée
fixé. Pour mieux visualiser les changements du fond,
lamplitude des déformations de la bathymétrie est
multipliée par un facteur 15. Cet artifice permet éga-
lement d’estimer trés grossierement (une évolution li-
néaire dans les mémes conditions) la forme de la plage

apres 30 heures.
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5.4.3 Evolution de la plage en présence de la marée

Les simulations menées pour un niveau du plan d’eau fixé mettent en évidence, de
maniere qualitative, le role essentiel des barres en croissant sur la dynamique des plages
et le potentiel important des outils de simulations développés. C’est pourquoi, pour aller
un peu plus loin et obtenir une vision plus réaliste de la morphodynamique des plages en
Aquitaine, on a souhaité simuler I’évolution de la plage sur quelques heures en prenant en
compte un cycle de marée simplifié.

On considere une marée de profil sinusoidal, avec un marnage de 5 m et une période
de 12 h. Le forcage des courants moyens induits par la houle est a nouveau déterminé sur
la bathymétrie initiale, mais pour des niveaux d’eau échantillonnés toutes les heures, sur
un demi-cycle de marée, depuis la marée basse jusqu’a la marée haute (figure 5.16). Pour
connaitre le forcage induit par les vagues apres 6 h de simulation, on se reporte au forgage

estimé pour un méme niveau d’eau sur le demi-cycle de marée de référence.
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Figure 5.16 : Echantillonnage de la marée simplifiée sur une demi-
période. (*) Le forcage induit par la houle est calculé
toutes les heures par rapport a la bathymétrie initiale.
(**) Les courants moyens sont recalculés a chaque pas

sédimentaire sur la “nouvelle” bathymétrie.

Ici, on présente les résultats de la morphodynamique sédimentaire d'une plage pendant
30 heures consécutives (5 demi-cycles de marée), pour la houle frontale. On remarque que
la plage se déforme globalement aux mémes endroits que dans les cas précédents ou le
niveau d’eau restait constant. On observe ainsi la formation simultanée de deux barres
de déferlement. Par rapport au cas de marée haute présenté avant, la barre est ici moins
marquée et plus diffuse. Le haut de plage étant balayé par la marée, cette barre n’est
entretenue que lorsque le niveau d’eau est voisin de la marée haute. D’autre part, une

barre en face de la fosse est également entretenue par la marée basse.
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En absence de rétroaction du champ de vagues avec I'évolution de la bathymétrie,
on en déduit que la situation de marée haute et de marée basse sont peu dépendantes,
et que seule une action locale et prolongée de la houle et des courants moyens sur la
plage peut introduire des modifications sensibles de la bathymétrie. La marée régule donc
“simplement” le temps de remaniement des sédiments dans la zone de déferlement. De ce
fait, et a condition de pondérer le taux de croissance des corps sédimentaires obtenu pour
un niveau de plan d’eau fixe, la superposition des situations de marée haute et de marée

basse peut étre représentative de 1’évolution morphodynamique globale de la plage.

Figure 5.17 : Evolution morphologique de la plage aprés 30 heures

consécutives avec la prise en compte dune marée
“idéalisée” (profil sinusoidal, période 12 h, marnage
5 m) et d’une houle frontale (hauteur 1.5 m, période
13 s).
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5.5 Conclusion

Ces simulations appliquées au littoral Aquitain montrent que I’évolution morpholo-
gique de la plage est fortement controlée par la position de la zone de déferlement des
vagues. La focalisation de la houle par le relief sous-marin, telle que les barres en crois-
sant, favorise une amplification locale du remaniement sédimentaire. Ainsi, les situations
de T’écoulement a marée haute et a marée basse déterminent largement la position des
principaux bancs de sable qui apparaissent sur la plage. Enfin, la marée, en agissant sur
le niveau du plan d’eau, joue alors un role de temporisation dans la croissance des corps

sableux.
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Conclusion générale

Bilan des travaux

Ces travaux de recherche réalisés en collaboration avec le laboratoire MASTER-ENSCPB
et le Département de Géologie et d’Océanographie a I'université de Bordeaux 1, ont per-
mis de représenter la morphodynamique sédimentaire des bancs de sable en milieu cotier.
Sur la base d’observation, on a modélisé mathématiquement les courants moyens induits
par la houle et la dynamique sédimentaire avant de proposer des méthodes numériques
adaptées a la résolution de chaque modele. Cela a permis de construire entierement un
outil de simulation numérique du couplage hydro-sédimentaire a moyenne échelle: MOR-
PHODYN.

La houle joue un role prépondérant sur la dynamique des écoulements cotiers. Les
vagues sont le moteur des courants moyens par 'intermédiaire des tensions de radiation.
Elles modifient également la résistance de I’écoulement sur le fond par leur mouvement
d’oscillation. Elles participent aussi a la mise en mouvement du sable a cause des fortes
vitesses orbitales et les rides de sable quelles génerent sur le fond. Le champ de vagues
sur des bathymétries complexes est simulé par REFDIF, mais il est nécessaire de filtrer
les quelques instabilités numériques qui se développent au niveau du déferlement.

L’intégration du mouvement de ’eau sur la verticale et sur la période des vagues permet
de représenter 'hydrodynamique cotiere moyenne en milieu peu profond. Les courants
moyens résultent de 1’équilibre entre les forces de pression hydrostatique, les forces induites
par la houle, les forces de frottement sur le fond et les forces de dissipation générées lors
du cisaillement de 1’écoulement. La connaissance de cet équilibre est fondamentale pour
décrire la véritable influence de la bathymétrie sur la dynamique sédimentaire. La solution

des courants moyens est obtenue par la discrétisation implicite d’'une méthode de couplage
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numérique originale.

On peut toujours s’interroger sur la validité et les limites du modele hydrodynamique
ou sur la précision et l'efficacité des méthodes utilisées pour le résoudre numériquement,
mais en ce qui concerne la modélisation du transport sédimentaire, les approches utilisées
n’ont pas toutes une base commune et elles reposent encore largement sur des formulations
empiriques. Cela explique en partie les difficultés pour estimer les flux de sédiment en

fonction des modeles hydrodynamiques moyens.

L’évolution des corps sédimentaires est déduite du bilan des flux de sédiment, en
résolvant la loi de conservation du sédiment. Dans des situations simples dominées par le
courant, la décomposition des flux de sédiment en fonction des variables hydrodynamiques
permet de montrer que la morphodynamique des bancs de sable est controlée par un
mécanisme d’advection non-linéaire et également des phénomenes diffusifs duent a la
divergence des lignes de courant. La nature hyperbolique de la loi de conservation du
sédiment étant ainsi mise en évidence, cela impose 'utilisation de méthodes d’intégrations
numériques spécifiques pour la résoudre. Le modele des ondes de sable souleve I'importance
d’une bonne estimation de la vitesse caractéristique d’advection, que ce soit pour la bonne
interprétation physique du modele ou pour 'optimisation de la correction numérique dans
le schéma d’advection TVD. Pour lever ces difficultés et intégrer directement la loi de
conservation du sédiment, quelle que soit la complexité de 1’écoulement combinant houle

et courant, on propose d’utiliser la méthode NOCS.

La simulation numérique du couplage hydro-sédimentaire est appliquée a différentes
situations, a des fins de validation du modele, ou pour des applications aux écoulements
réels. Le modele MORPHODYN a été spécialement congu pour étudier la dynamique
des plages de sable soumises a ’action de la houle, et c¢’est pourquoi cet outil est exploité
pour approfondir les connaissances empiriques et expérimentales sur la morphodynamique

sédimentaire du littoral aquitain.

Les barres subtidales en forme de croissant, en fonction du niveau de la marée, fo-
calisent 1’énergie des vagues et controlent la localisation du déferlement. De ce fait, les
courants moyens forcés par la houle engendrent une dynamique sédimentaire sensible a
Iincidence de la houle, et favorisent globalement I'apparition des barres intertidales rap-

pelant les systemes de barres et de baines observés le long de la plage.
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Perspectives de recherche

Désormais, on dispose d'un outil numérique performant dédié aux investigations sur
les écoulements hydro-sédimentaire en milieu littoral. Le modele de houle a été comparé
qualitativement avec des photos aériennes, mais il est indispensable de comparer ces ré-
sultats numériques avec les relevés sur le terrain. De méme, il faut étudier précisément la
sensibilité du modele hydrodynamique a la paramétrisation du coefficient de frottement
sur le fond et celle du coefficient de mélange de la quantité de mouvement. Ces deux
parametres controlent de facon déterminante ’allure des courants moyens, c’est pourquoi

ils sont a recaler en fonction des résultats de I'analyse des courantometres.

En terme de modélisation, le forcage induit par la houle peut étre complété pour
prendre en compte plus finement les effets des déferlantes (roller). D’autre part, le co-
efficient de mélange de la quantité de mouvement utilisé pour paramétrer la dissipation
latérale pourrait également étre calculé avec un modele de simulation des grandes échelles
(LES) pour analyser ’énergie des structures tourbillonnaires et leur impact sur le trans-

port sédimentaire moyen.

Du point de vue numérique, on peut également gagner beaucoup de temps de calcul en
montrant que la solution stationnaire des courants moyens converge méme si on limite la
précision sur le résidu de la méthode a chaque itération. Une analyse de stabilité de Von
Neumann appliquée au schéma numérique général permettrait également de déterminer la
matrice d’amplification de la méthode et d’en déduire le taux de convergence stationnaire
optimale. De plus, le couplage du modele avec une méthode de résolution multigrille AMR
permettrait de s’affranchir de certaines difficultés de résolution au voisinage de la ligne
d’eau. De méme, 'utilisation de la méthode NOCS avec la stratégie multigrille permet-
trait de résoudre ses problemes de diffusion. La pénalisation tensorielle devrait également
permettre de mieux gérer les zones couvrantes et découvrantes de la bathymétrie lors de

la propagation de la marée.

Enfin, comme la transformation de la houle dans la zone de déferlement joue un role
important dans la dynamique sédimentaire littorale, les développements menés actuelle-
ment au laboratoire MASTER autour de la simulation directe du déferlement des vagues
(en 3D) permettront d’accéder a des échelles spatio-temporelles plus petites que celle
traitée dans cette these. Ces simulations devront permettre d’analyser le transport sédi-
mentaire a I’échelle de la vague, et de proposer des paramétrisations plus performantes

pour les modeles 2D intégrés verticalement et moyennés dans le temps.
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Motivations

La simulation numérique constitue un outil d’aide a la décision pour mieux gérer les
risques écologiques et optimiser les choix économiques. En ce sens, une expertise dans
le domaine de la modélisation numérique se révele indispensable. De ce fait, seules des
véritables collaborations interdisciplinaires et coordonnées permettront de faire avancer
significativement les connaissances sur l’environnement littoral et d’améliorer la qualité

des prévisions de son évolution.
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Annexe A

Ondes longues

Les ondes longues ont une période de l'ordre de 100 s et une longueur d’onde de
I’ordre de 100 m. On peut distinguer les ondes infragravitaires induites par la modulation
de I'amplitude des vagues et les ondes “tres” infragravitaires générées par le cisaillement

des courants moyens.

A.1 Ondes infragravitaires

Par exemple, sur la figure (A.1), Symonds et al. (1982), [131], décrivent la génération
des ondes infragravitaires par le déplacement de la ligne de déferlement au cours du
temps (surf-beat). Ces ondes sont directement associées aux vagues, car un train de vagues
irrégulier forme une onde de groupe qui génere un battement du niveau moyen de la surface
libre. La figure (A.2) illustre la contribution des ondes longues au transport sédimentaire
en suspension. Deigaard et al. (1999b), [41], ont montré que cette contribution est opposée
au transport par les vagues lorsque celui-ci est faible. D’apres Vittori et al. (1999), [144],
ce mécanisme de transport par les ondes infragravitaires pourrait expliquer la formation

des barres subtidales en croissant.
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Bl bl P rous regesasy

Figure A.1 : Mouvement d’une onde infragavitaire sur une plage plane; selon Symonds et

al. (1982), [131].

Motion imduced by loog waves

= = = &
Suspended sedimeni concentralion.
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Figure A.2 : Mécanisme de transport sédimentaire sous une onde infragavitaire; selon

Deigaard et al. (1999b), [41].
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A.2 Instabilités du courant longitudinal

Un autre type d’ondes longues a été mis en évidence par Oltman-Shay et al. (1989),
[97], il s’agit des ondes “tres” infragravitaires induites par les instabilités du courant de
dérive. A partir d’'un modele de courant moyen en milieu peu profond forcé par la houle, un
modele de frottement linéaire (7 = pul ) et une faible dissipation biharmonique, Allen
et al. (1996), [2], Slinn et al. (1998), [119], ont montré que les instabilités du courant
longitudinal sur une plage a barre sont majoritairement controlées par le coefficient de
frottement sur le fond. Ces résultats, illustrés sur les figures (A.3) et (A.4), montrent la
possible existence dans la zone de surf d’une dynamique tourbillonnaire assez énergétiques
associée aux instabilités du courant longitudinal. Il reste a déterminer I'impact de ces

instabilités du courant de dérive sur le transport sédimentaire.
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Figure A.3 : Profil de la plage et du courant de dérive d’aprés le modele de houle de
Thornton et Guza (1986), [137]; selon Slinn et al. (1998), [119].

A.3 Modélisation des ondes longues

A priori, le modele de courant moyen décrit dans le chapitre 1 est capable de traiter
les ondes infragravitaires si on modifie le forcage par la houle; le champ des tensions de

radiations doit évoluer au rythme des trains d’ondes.
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Figure A.j : Champ de vorticité pour différent coefficients de frottement; selon Slinn et
al. (1998), [119].

Les instabilités de cisaillement du courant longitudinal peuvent également étre ob-
tenues par le modele de courant moyen. Cependant, comme ce n’est pas son principal
but, la dissipation associée au cisaillement du courant n’est pas représentée de la méme
maniere que dans le modele de Slinn et al. (1998), [119]; on utilise une dissipation harmo-
nique (1.58) associée a la viscosité turbulente (1.59) proposée par Longuet-Higgins (1970),
[80]. La mise en évidence par Slinn et al d'une dynamique toubillonnaire & une échelle de
temps supérieure a celle de la houle, a partir d’'un modele de courant tres voisin de celui
qu’on utilise pour calculer les courants moyens, permet d’expliquer certaines difficultés de
convergencer vers une solution stationnaire des courants moyens.

Pour prendre en compte les effets de ces ondes longues sur la morphodynamique a
moyen terme, il nécessaire de compléter le modele de courant moyen décrit dans le chapitre
1.
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Annexe B

Modélisation du frottement au fond

Les processus de transport sédimentaire en présence de courant et/ou de vagues ont
lieu principalement pres du fond. Il est par conséquent important de déterminer au mieux
la direction et 'intensité des contraintes de cisaillement sur les fonds qui présente un relief
varié (lisse, rides, dunes). Van Rijn (1990), [142], et Soulsby (1997), [122] rassemblent dans
leurs manuels de nombreux modeles pour déterminer la contrainte de frottement sur un
fond sédimentaire en présence de houle et de courant. A partir de données expérimentales
acquises en laboratoire, Voulgaris et al. (1995), [145], montrent que les principaux modeles
utilisés en ingénierie cotiere ne permettent pas de prendre entierement en compte des effets
de la période des vagues sur la contrainte de frottement au fond dans des écoulements com-
binés. Soulsby et al. (1993),[123], analysent huit modeles différents et les comparent dans
le but d’unifier les expressions et d’en tirer une formulation simplifiée pour la contrainte

de frottement combinée en présence de houle et de courant.

B.1 Courant seul

La contrainte associée a un courant seul de vitesse moyenne U, = ||U|| est donnée par:
2
7. = pCpU: (B.1)

La contrainte de frottement est pondérée par le coefficient de friction C'p. Le coefficient

de friction pour le courant est appelé coefficient de trainé C'p. Il est déterminé en fonction
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de la profondeur et de la rugosité du lit k. vue par le courant:

0.4 ’
Cp(kse) = (m) (B.2)

30h

La rugosité est un parametre clé dans la modélisation du frottement. On retrouve couram-
ment I'équivalence zp. = ks/30, ou la longueur de rugosité zp. est exprimée en fonction
de la rugosité “grain de sable équivalente” k. introduite par Nikuradse (1932), [94]. La
contrainte totale qui agit sur le fond résulte du frottement de peau caractérisée par la
rugosité du grain k.4, d'une trainée due a la forme du fond caractérisée par la rugosité
Esc.¢ et d'une contribution complémentaire liée au transport sédimentaire caractérisée par

la rugosité kg .
Te = p(Cp(kseq) + Cp(kser) + Cp(ksi)) U02 (B.3)
Van Rijn (1990), [142], et Soulsby (1997), [122], propose les définitions des rugosités:

kseqg = 4.5d50 (B.4)
A, _28g
ks,cf == ZO/YTAT ()\_) + 11’ydAd (1 — € Ad ) (B5)
ks,ct = 59ng50 (BG)
ou le parametre de Shields de grain pour le courant est défini par:
Tc<ks c )
Oog = ———2— B.7
? pg(s — 1)dso (B7)

Selon Van Rijn (1990), [142], la longueur d’onde A4 et la hauteur A, des dunes sous-

marines sont approchée par:

Ay = 0 sify <0 (B.8)
Ay = OHhC%Q(L—JMRﬂ@5—ﬂ@ Si Qo < 0oy < 250, (B.9)
Ay = 0 sif <04 (B.10)
N = T7.3h (B.11)

La valeur moyenne du parametre de présence est choisie 74 = 0.7. Tes = (0og — Ocr)/Ocr

et le nombre de Shields critique est défini par:

0.24 '
ewzfgw%ﬂuamﬂ (B.12)

* gS—l
D :iﬁJ% (B.13)

La valeur moyenne du parametre de présence des rides est choisie v, = 0.7. La longueur

d’onde A, et la hauteur A, des rides sont décrites dans la partie consacrée a la houle.
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B.2 Houle seule

La contrainte associée a une houle seule de vitesse orbitale au fond U,, = [||ul|]z, est

donnée par:
1
Tw = 5pwaf, (B.14)

ou la vitesse orbitale au fond est déterminée par le modele de houle. Le coefficient de fric-
tion f,, pour les vagues est dépendant du régime d’écoulement (laminaire, turbulent lisse,
turbulent rugueux). Les modeles empiriques sont donc directement fonction du nombre de
Reynolds des vagues R,, = U, A, /v et de la rugosité relative 32:;”, ou A, = U,T/27 est

la demi-excursion orbitale au fond et k,,, est la rugosité lit vue par les vagues. Myrhaug

(1989), [90], propose une relation pour f,, valide pour tous les régimes turbulents, mais son
expression implicite la rend difficile a exploiter. Pour simplifier I’'obtention du coefficient
de frottement, deux cas sont distingués en fonction de dépendance a la rugosité relative
et au régime. Pour le régime turbulent rugueux, Soulsby (1993), propose une relation

dépendante uniquement de la rugosité relative:

304, "*
fuor(ksw) = 1.39( p ) (B.15)

tandis que pour les autres régimes, le coefficient de frottement est indépendant de la

rugosité relative:

fws = BR;N (Blﬁ)

avec
(B,N) = (2,0.5) pour R, < 5.10° (laminaire) (B.17)
(B,N) = (0.051,0.187) pour R, > 5.10° (turbulent lisse) (B.18)

Le coefficient de frottement pour les vagues est ensuite choisi tel que:

fw - Max{fwr,fws} (Blg)

De la méme maniere que pour le courant, la contrainte totale qui agit sur le fond résulte
du frottement de peau caractérisée par la rugosité du grain ks, 4 et d'une trainée due a la

forme du fond caractérisée par la rugosité kg, s

Tw = %P (fw(ks,wg) + fw(ks,wf)) Ui (B.20)
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L’analyse critique de quatre modeles permet a Van Rijn de proposer une rugosité de grain

fonction du parametre de mobilité des vagues v:

U2
kswe = 4.5d iy =—"2— <250 B.21
e o s g(s — dso (B.21)
kswg = 4.5d50(0.04¢p —9) sinon (B.22)
(B.23)

La rugosité de forme proposée par Van Rijn (1990), [142], est voisine de celle de Swart
(1976), [129], Grant et al. (1982), [58] et Raudkivi (1988), [105]. Elles reposent toutes sur

la hauteur des rides et leur cambrure:

kows = 207, (ﬁ—) (B.24)

Nielsen (1992), propose pour des vagues régulieres:

A

Ar = =0 sifuy <bo ouy>156 oufy, > 0.831 (B.25)
A, = (0275 —-0.022¢°°) A, si ¥ < 156 (B.26)
— = (0.182—-10.246;;)) sif,, < 0.831 (B.27)

r

ou le parametre de Shields de grain pour les vagues est défini par:

Tw(ks,wg)

0, = —wnrsws)
7 pg(s —1)dso

(B.28)

B.3 Combinaison houle et courant

Pour Van Rijn (1990), [142], seule I'intensité de la contrainte combinée 7, (houle4courant)
est importante car elle détermine le mouvement des matériaux du lit; le transport se fai-
sant principalement dans la direction du courant moyen. Si en premiere approche, la
superposition linéaire des contraintes permet d’obtenir une contrainte combinée valide
pour des écoulements laminaires (7, = 7. + 7,) il est indispensable de tenir compte des
interactions non-linéaires qui apparaissent dans la couche limite houle-courant. Le modele
de Soulsby et al. (1993), [123], synthétise une grande partie des modeles et des données
disponibles au sein de I’équipe MAST GMG6:

3.2
1+1.2< Tu ) ] (B.29)
Te + Tw

Tm = Tc
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et la contrainte maximum est donnée par:
1
Tomaz = [(Tm + Tw Cos(a))2 + (Tw sin(a))] 2 (B.30)

ou « est I'angle entre le courant moyen et la direction de la houle.

Ainsi, dans le modele de courant, les effets du frottement sur le fond sont représentés
avec un coefficient de frottement global C'y appliqué a la vitesse du courant moyen U.. On
définit C'y a partir des relations (B.1) et (B.29):

3.2
1+1.2( Tw ) ] (B.31)
Te + Tw

La contrainte maximum n’a pas d’intérét direct pour I’hydrodynamique moyenne, cepen-

Cr=Cp

dant du point de vue sédimentaire, elle permet de déterminer si le sédiment est mobilisé

ou pas.
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Annexe C

Lois de conservations et

discontinuités

On considere la quantité locale ¢ présente dans un volume €2 délimité par la surface
de frontiere I'. L’intensité de ¢ varie en fonction du bilan des flux F qui traversent la
frontiere I', et une contribution supplémentaire est a prendre en compte en présence de
sources locales volumique Rq ou surfacique Rr. Ainsi, la forme générale de la loi de

conservation pour ¢ est donnée par:

9/¢d9+]{ﬁ.df:/39d9+]§ép.df (C.1)
at Q r Q r

ou dI' est une partie élémentaire de la frontiere I' orientée par sa normale sortante. Si
considere une surface de discontinuité > qui se dépace a la vitesse C, lorsque la dicontinuité

travers le volume de controle €2, la dérivé temporelle du volume intégrale devient:

0 [ 09 .
§/§2¢d9—/§2§d9—j§¢0.dr

De plus, au voisinage de la discontinuité ¥, on peut écrire les relations suivantes:

Q—0

lim [ ¢dQ2=0 pour gpz{g—gﬁ,RQ}
Q t

- =

lim ¢ @.dI' = / [7].dY pour &= {F,Rr,¢C}
I )

I'—X
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ou l'opérateur:

[@] = Pg — Pd

représente le saut de la quantité ¢ a travers l'interface ¥. On en déduit la relation de saut

intégrale pour la loi de conservation (C.1):

[ (F1 = 01C -~ [Fiv]).a =0
>
La loi de conservation locale se déduit dans les sous domaines réguliers, a 1’aide du théo-

reme de Gauss:

0 - - -
a—f—FV.F:RQ-i-V.RF

tandis qu’en présence d’une surface de discontinuité, orientée par la normale 77y, la relation

de Rankine-Hugoniot est donnée par:
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Annexe D

Théorie des surfaces caractéristiques

Le modele de courant moyen peut s’écrire sous la forme:

%—f - Ajg—i — B (D.1)
avec le vecteur des inconnues ¢ = (U, V, h)T et B le vecteur colonne des termes sources non
homogenes. Les matrices A7 et B peuvent dépendre des variables (Z,t) et de la solution ¢
mais pas des dérivées de ¢. La théorie des surfaces caractéristiques permet de représenter
la solution par des ondes non linéaires. Les surfaces caractéristiques S(Z,t) permettent
ainsi de séparer les zones déja influencées par la propagation d’une perturbation, des
zones non encore atteintes par 'onde. La solution générale du probleme (D.1) s’écrit sous

la forme complexe:
o= @ei(k.f—wt) (DQ)

avec la normale & la surface k = VS et —w = %—f. Pour que S soit solution du probleme

homogene, les conditions de compatibilités doivent étre vérifiées:
det(—wl + k;A7) =0

ou I est la matrice identité. La vitesse de propagation A = w/k associée a la surface

caractéristique, dans la direction 77 = k /k, est donnée par les valeurs de propres de:

A= njAj
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Cette définition permet de mettre en évidence la nature du systeme d’équations qui sert a
modéliser I’écoulement. S’il existe des valeurs réelles parmi les valeurs propres A, w est réel
et la solution (D.2) est une onde plane stable. Si on trouve une valeur propre complexe,

on note:
W= w, + 1w;

La solution (D.2) s’écrit:

o= @ewitei(f.ié—wrt)

Si la partie imaginaire de la valeur propre est négative, la solution d’onde est stable et
atténuée, par contre si la partie imaginaire de la valeur propre est positive, la solution
d’onde est instable. Les problemes hyperboliques sont alors définis par un ensemble de
valeurs propres réelles tandis que les problemes elliptiques sont définis par un ensemble de
valeurs propres complexes. Pour une direction 77 donnée pointé vers I'intérieur du domaine
de calcul, le nombre de valeurs propres A > 0 de n; A7 permettent de définir le nombre
de conditions physiques a imposer sur les limites du domaine. Si A est négatif dans cette
direction, la variable caractéristique associée sortira du domaine de calcul.

Dans le cas ou le terme de diffusion est négligeable, le modele de courant 2DH insta-
tionnaire forme un systeme d’équations hyperboliques. Ce systeme n’est pas uniquement
controlé par 1'état de l'écoulement a l'intérieur du domaine, mais aussi par des ondes
qui viennent de l'extérieur. Le probleme aux limites nécessite donc de décrire a la fois
les ondes entrantes et les ondes sortantes. Cette méthode basée sur les caractéristiques
de T’écoulement est particulierement efficace pour traiter les problemes d’ondes car elle
permet de les découpler presque entierement. Comme le montre Hirsch (1988), [62], une
maniere de traiter le probleme aux limites consiste a reformuler les équations du probleme
hyperbolique en fonction des variables caractéristiques. Ces nouvelles équations caracté-
ristiques permettent de mettre en évidence des ondes quasiment indépendantes les une
des autres. Cette technique rend possible le forcage de I’écoulement par des ondes inci-
dentes sans perturber I'évacuations des ondes vers l'extérieur du domaine. La difficulté
est reportée en partie sur le forcage extérieur aux limites, car on doit définir les ondes
incidentes extérieures au domaine.

Une fois que les vitesses caractéristiques sont déterminées, on reformule le probleme

pour identifier les variables caractéristiques. Par exemple, dans le cas 7 = (1,0) nous
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pouvons réécrire le probleme a la frontiere sous la forme

ov or o

avec A 4» la matrice des valeurs propres de A* et L. la matrice de changement de base,
telles que AgeLas ' = Lo 'A% et P=1 Az_lé. Les variables caractéristiques W vérifient
donc OF = L, '0®. On ne peut pas intégrer dans le cas général les variables W, bien
que OV soient toujours définies. Les variables ¥ peuvent quand méme étre déterminées
localement, si on linéarise autour d’un état de référence. On observe que ces variables ne
sont généralement pas invariantes, puisque, en plus du terme purement convectif, il existe
des termes de couplage dus au membre de droite dans (D.3).

La connaissance des vitesses caractéristiques d’un probleme a un autre intérét fonda-
mental, puisque numériquement, pour des méthodes explicites, la solution physique ne
doit pas parcourir plus d’une maille d’espace en un pas de temps, sous peine de désta-
biliser la méthode de résolution. Les vitesses caractéristiques déterminent donc le critere
CFL. Cette compatibilité entre les domaines de dépendances physiques et numériques est
traitée par de nombreux ouvrages d’analyse numérique; Hirsh (1988), [62], Hirsh (1990),
[63], Sod (1985), [121].






213

Annexe E

Préconditionnements et Solveurs

E.1 Préconditionnement

On présente les principaux préconditionnements utilisés pour faciliter la résolution des

systemes linéaires Ax = b.

E.1.1 Préconditionnement Jacobi

La méthode de Jacobi est la plus simple, elle consiste a normaliser la matrice par
la diagonale centrale de A, i.e. M;; = A;; si i = j et M;; = 0 sinon. Dans certaines
conditions, il se révele quasiment optimal parmi les préconditionnements de forme dia-
gonale; Van der Sluis (1969), [140]. Les préconditionnement de Jacobi ne requierent que
peu de stockage et sont faciles a implémenter. Leur parallélisation ne pose pas non plus

de probleme particuliers.

E.1.2 Préconditionnement SOR

Comme le préconditionnement de Jacobi, les méthodes de Successive Quer-Relazation
sont déduites des coefficients de la matrice A sans calculs supplémentaires. Si on décom-

pose la matrice symétrique initiale A = D + L + L', respectivement en la somme de ses
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matrices diagonale, triangulaire inférieure et supérieure, la matrice SOR est définie par
M = (D+L)D7Y(D+L)T. 1l en existe aussi une version paramétrée, mais qui est coliteuse
a optimisée; Axelsson et Barker (1984), [6].

Le préconditionnement SOR est donné sous une forme factorisée ce qui lui confere les
propriétés des méthodes basées sur une factorisation. Par contre, cette factorisation étant
fixée a priori, il n’y a pas la possibilité de présence d’un diviseur nul dans une méthode
itérative (breakdown) comme dans la phase de construction des méthodes de factorisations

incompletes.

E.1.3 Factorisations Incompletes de Cholesky

Lors de la factorisation de la matrice A sous la forme LU le remplissage des ma-
trices doit étre restreint pour limiter le temps de calcul et ’espace mémoire utilisé. La
factorisation incomplete permet d’introduire cette limitation du remplissage en cherchant
A= LU+ R ou L et U doivent étre tres creuses, et R aussi voisin de 0 que possible. Le
systétme Az = b est alors remplacé par L' AU} (Uz) = L~ B. La convergence sera plus
rapide si K (L 'AU™!) est inférieur & K(A).

Ces méthodes ILU different entre elles par la stratégie d’élimination et la regle de
remplissage employées. Chan et Van der Vorst (1997), [26], présentent les préconditionne-
ments de base ILU et modifiés MILU, ainsi que diverses variantes. Ils discutent aussi des

aspects liés a la parallélisation de ces méthodes.

Factorisation ILU (k)

Meijerink et Van der Vorst (1977), [85], ont introduit la décomposition incomplete LU
de maniere générale et suggerent que la combinaison de ce préconditionnement associé a
la méthode du gradient conjugué (CG) pourrait conduire a une combinaison robuste et
rapide.

ILU(k) utilise le concept de “niveau de remplissage”. Lorsque k=0, les matrices L et
U possedent la méme structure (méme nombre et position des diagonales) que A, et les
coefficients dans R doivent étre nuls aux emplacement ou les coefficients dans A sont
non-nuls. Dans le cas des matrices multidiagonales, le niveau k correspond au nombre de
diagonales rajoutées dans les matrices triangulaires. La figure E.1 présente 'algorithme
de la factorisation ILU(0).
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Pour i =1,..., N Faire
Pour k=1,... 7 Et Si a; # 0 Faire
Qi = aik/akk:
Pour j =k +1,... ,N Et Si a;; # 0 Faire
A5 = Qi — Qi
Fin Pour
Fin Pour
Fin Pour

Figure E.1 : Algorithme de la factorisation incompléte ILU(0).

Factorisation ILUT

La factorisation ILU-Threshold utilise une double stratégie d’élimination par niveau
de remplissage [ fil et par seuil de tolérance tol. Tous les coefficients dont I'amplitude est
inférieure au produit de la norme de la ligne courante par tol, sont éliminés et seuls les
[fil plus grands coefficients de chaque ligne de L et U sont conservés. En pratique, pour
caler ce préconditionnement, la tolérance est fixée, typiquement tol = 1074, et le [ fil est

modifié jusqu’a obtenir le remplissage souhaité; Chapman et al. (1996), [27].

Factorisation ILUD

Cette méthode utilise le seuil de tolérance tol (comme décrit pour ILUT), et en plus
une diagonale de compensation; Saad (1998), [110]. Les termes d’une ligne éliminés via
le seuil de tolérance sont sommés puis multipliés par un facteur o pour former une des
lignes de la diagonale de compensation. Cette matrice diagonale de compensation est
ensuite ajoutée a la diagonale de U. Pour le modele de courant, on utilise les parametres
tol = 2.1073 et a = 0.5.

E.2 Solveurs itératifs

On décrit succinctement les principales méthodes que I'on a testées et employées pour
résoudre le modele de courant avec une préférence pour la méthode BiCGSTAB. Barrett
et al. (1994), [10], Saad (1998), [110], décrivent plus précisément ces méthodes. Toutes

les méthodes présentées ci-dessous sont applicables pour des matrices A non-symétriques,
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hormis la méthode CG (Conjugate Gradient) qui n’est applicable qu’aux systémes linéaires
symétriques. Cependant, cette méthode est a la base de toutes les autres et elle mérite,

par le fait, d’étre introduite.

E.2.1 méthode CG

La méthode du gradient conjugué est une des méthodes instationnaires les plus an-
ciennes et des plus connues. Elle tire son nom du fait qu’elle génere une séquence de
vecteurs conjugués (orthonormaux) qui sont les résidus de chaque itération. Ils sont aussi
les gradients d'une forme quadratique dont la minimisation revient a résoudre le systeme
linéaire. CG est une méthode tres efficace quand la matrice des coefficients est symétrique
définie positive, puisqu’elle ne nécessite que peu de stockage pour un nombre limité de
vecteurs.

La solution intermédiaire z*) est mise & jour & chaque itération en la prolongeant par

un multiple oy de la direction de descente p®:

20 = 1) g g 0
De méme, le résidu (3.51) est mis a jour:
k) = =D L ag®  avee ¢ = Ap™ (E.1)

Le choix a = ap = r®7 7®) /p(k’)TAp(k) minimise 77 Ar®) parmi toutes les possibilités
de « dans I'équation (E.1).

Les directions de descentes sont mises a jour en exploitant les résidus:
pF) = (k) 4 ﬂ(k_np(k_l) (E.2)

ot le choix 3, = r(k)Tr(k)/r(k_l)Tr(k) assure que p*) et p*~1 (ou de facon équivalente 7*)
et r*~1)) sont orthogonaux.
Pour CG, les résidus forment une base orthogonale pour I'espace de Krylov {r(® ... At=DpO]
La solution intermédiaire *) est donc construite & partir de la solution initiale z(®
plus une combinaison linéaire de cette base, avec pour critere la minimisation du résidu
lr® = []b — Az®].
L’algorithme de la méthode CG préconditionnée par la matrice M est donné par la
figure E.2.
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Pour £ =1,2,... Faire
Résoudre Mz = p(k-1)
— T(k_l)Tz(k_l)

Pk—1

Si k=1 Alors
pV) = 2

Sinon

Br—1 = Pk—l/Pk—z
P = =D 4 g, pk=1)
Fin Si
¢® = Ap®)
ar. = pi/p®" ¢
20 = =1 L g p(®)
P = p(=1) _ g o)
Si converge Alors; Arréter
Sinon
k =k + 1; Continuer
Fin Si
Fin Pour

Calculer 7 = b — Az© pour la condition initiale ()

Figure E.2 : Algorithme du gradient conjugué préconditionné

(CG).
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E.2.2 méthode BiCG

La méthode du bi-gradient conjugué génere deux séries de vecteurs du type CG, une
basée sur un systeme avec la matrice initiale des coefficients A, et 'autre sur sa transposée
AT Au lieu d’orthogonaliser chaque séquence, elles sont construites mutuellement ortho-
gonales (bi-orthogonale). Comme CG, cette méthode requiert un stockage limité. Elle est
utilisée pour des matrices non symétriques et non singuliere; cependant, la convergence
peut étre irréguliere, et il se peut que la méthode tombe (breakdown). BiCG nécessite un
produit avec la matrice et avec sa transposée a chaque itération.

Ainsi, de la méme maniere que dans CG, les deux séries de résidus sont définies:

r&) = k=D 4 ozkAp(k)
Fk) — g1 + akAtﬁ(k)

et les deux descentes:

p(k) _ r(k_l)—i—ﬁ(k_l)p(k_l)
]5(’6) _ f(k_l)_{_ﬁ(k_l)ﬁ(k_l)

Les choix:
N Fle=1)T . (k—1)
- ﬁkTAp(k)
8, — R pk
BT R DT p(k—1)

assurent les relations de bi-orthogonalités:
Pl =p Ap' =0 sik A1

L’algorithme de la méthode BiCG préconditionnée par la matrice M est donné par la
figure E.3.

E.2.3 méthode BiCGSTAB

La méthode BiCG stabilisé est une variante du BiCG. Une remise a jour différente

dans la série AT est utilisée, pour obtenir une convergence plus régulicre.
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Pour £ =1,2,... Faire
Résoudre Mz = =1
Résoudre M7z = j(k—1)
Pr_1 = Z(k—l)Tf(k—l)

Si pr—1 = 0 Alors
Breakdown

Fin Si

Si k=1 Alors
pk) = Z(k=1)
pk) = z(k=1)

Sinon
Br—1 = pk—l/pk—Q
pk) = (=1 4 g p=1)
pk) = z(k=1) 4 g, k1)

Fin Si
q*) = Ap®
G = ATpk)

ar, = pi/p*" q®
20 = =1 L g (®)
r() = pk=1) _ g o)
k) = Fk=1) _ (k)
Si converge Alors; Arréter
Sinon
k =k + 1; Continuer
Fin Si
Fin Pour

Calculer 7 = b — Az© pour la condition initiale z(©
Choisir 7 (par exemple 7#(*) = ()

Figure E.3 : Algorithme du bi-gradient conjugué préconditionné

(BiCG).
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k)

Dans Bi-CG, le vecteur résidu r*) peut étre reformulé comme le produit du résidu

initial () par un polynome P,(A) de degré k:

’f’(k) = Pk(A)’I“(O)
7k = P (A7

Pour Bi-CGSTAB, cette décomposition met en évidence un autre polynome @y (A) associé

au gradient de la descente:

iR = Qu(AT) Py (A7)

avec Qk(z) = (1—wiz)(1 —wax) - - - (1 —wiz), ot w; & la i™¢ itération est choisi pour mini-
miser 7). 11 faut étre prudent sur l'utilisation du BiCGSTAB, car I’algorithme n’accepte

pas les cas ou wy, = 0.

Par contre, en prenant initialement Qy(x) = Py(x), nous pouvons décrire (sans risque
de breakdown) la méthode CG-Square ou Bi-CGSTAB2 qui convergent (1égérement) moins
vite que BICGSTAB (Van der Vorst (1995), [141]).

L’algorithme de la méthode BiCGSTAB préconditionnée par la matrice M est donné
par la figure E.4.

E.2.4 méthode FOM

Dans la méthode d’orthogonalisation totale, Saad (1981), [109], comme pour la mé-
thode CG, la solution approchée est construite de facon a obtenir des résidus orthogonaux,

et de former une base pour le sous-espace de Krylov.

Cette méthode est mathématiquement identique aux méthodes Orthores et GENCG.
La méthode GMRES (Generalized Minimum Residual) ne présente pas de risque de break-
down. Elle est préférée a FOM pour toutes ces bonnes propriétés souvent obtenues a
moindre frais. La différence majeure entre FOM et GMRES est que dans FOM, la der-
niere ligne ((7 4+ 1)eme) est simplement éliminée, alors que dans GMRES cette ligne est

transformée (par l'opérateur J , voir figure E.5) en un vecteur 0.
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Pour £ =1,2,... Faire
Prk—1 = Flyk=1)

Fin Si

Si k=1 Alors
pk) = pk=1)

Sinon

Fin Si

Résoudre Mp = p*)
vF) = Ap

o = proy [FOT )

(k=1)

s=r — aiv®)

Si ||s|| suffisamment petit Alors

Sinon
Résoudre Ms = s
t = As
wp = tTs/tTt
®) = 2t 4y p® 4w s

rk) =5 — wyt
Si converge Alors; Arréter
Sinon

Si wy # 0 Alors

Sinon ; Breakdown
Fin Si
Fin Si
Fin Si
Fin Pour

Calculer 7 = b — Az© pour la condition initiale z(®)
Choisir 7#© (par exemple #? = r(©)

Si pr_1 = 0 Alors; Breakdown

ﬂk—l = (Pk—l/Pk—z)(Oék—l/wk—l)
p(k) — ',"(k_l) + Bk—l(p(k_l) — wk_lfu(k_l)

2% = z*=1 4 o, p®) . Arréter

k =k + 1; Continuer

Figure E.j : Algorithme du bi-gradient conjugué préconditionné

(BiCGSTAB).
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E.2.5 méthode GMRES

La forme la plus populaire de GMRES est basée sur la méthode d’orthogonalisation
d’Arnoldi qui procure explicitement une base orthogonale {v*)} du sous-espace de Krylov
{A®rO} La solution intermédiaire x*) s’obtient alors comme pour CG (ot cette base

est formée par les résidus eux-mémes)

avec les coefficients y;, choisis pour minimiser le résidu ||b — Az®|.

Dans le but de réduire 'espace de stockage nécessaire et le cott de calcul du a I'ortho-
gonalisation, GMRES est redémarré apres un nombre donné m d’itérations. La méthode
est alors rebaptisée GMRES(m). La difficulté reste de trouver la valeur de m optimale
pour éviter a la fois les calculs (et stockages) excessifs si m est trop grand, et la lenteur
(ou I’absence) de la convergence si m est trop petit.

L’algorithme de la méthode GMRES(m) préconditionnée par la matrice M est donné
par la figure E.5.
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2 est la condition initiale
Pour j =1,2,... Faire
Résoudre r a partir de Mr =b — Az©
v =1/l
s = ||r]|2e1 avec e; est le iéme vecteur canonique de R
Pour i=1,2,... ,m Faire
Recoudre w a partir de Mw = b — Ayp®
Pour £k =1,2,... ,7 Faire
By = (w,v®)
w=w — hkﬂ-v(k)
Fin Pour
hivri = [[wl[2
U(i—i—l) — w/hz‘+1,z‘
Appliquer Jy,...,Jioyahyi, ..., hig1s
Construire J; en transformant les (7)éme et (i + 1)éme composantes
des lignes h_;, pour que cette (i + 1)eme composante de J;h_; soit 0
s =J;s
SI s(i + 1) suffisamment petit Alors
UPDATE(z,i); Arréter
Fin Si
Fin Pour
UPDATE(z,m)
Fin Pour

Dans cet algorithme, UPDATE(Z, ) remplace les calculs suivants:
Calculer la solution y de Hy = §, ou la partie triangulaire supérieure ¢ x ¢+ de H
possede h; ; comme coefficients (au sens des moindres carres si H est singuliere),
S représente la premiere des i composantes de s
FF) = 2O 4@ 4o g0
sOHD) = b — Az,
Si 7 suffisamment précis Alors; Arréter
Sinon
0 =7
j=j+1; Continuer
Fin Si

Figure E.5 : Algorithme de la méthode générale des résidus mini-

mums (GMRES(m)).
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Annexe F

Discrétisation numérique

F.1 Loide conservation de la quantité de mouvement

suivant ¢

a. inertie

Pour le schéma temporel (Q:1), le terme inertiel est déterminé par:

n+l n

) +1 -
= Q0 = v ‘i F.1
- / Q,d - (F.1)

1
Qyi g

Y]
Le terme inertiel vient pondérer uniquement le noeud central du schéma et le second

membre du schéma, (F.1) se met sous la forme:

MyalQl - Day

b. convection

Le terme convectif est donné par:

1 7{ Far — Fileciviy = Feleei + Fylggij — Fylggij—1 (F.2)
Qi Jr dxcy Y9i.;

Yi,J
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avec

n 1 )
Fxlcci,j = Qy cc—i;l] [lecci,j E ' ] (Fg)
cci,j

= Qy n+1 [Qy|ggi,jy

Fy|99i,j 99i,j B
1’7-]

Le terme convectif ne vient pondérer que les noeuds principaux du schéma puisqu’en

utilisant les interpolations, la discrétisation du terme convectif se met sous la forme:
5
Z Myprp
p=1

Remarque: on peut constater que les termes croisés du tenseur @”“ ® [%} sont
discrétisés spatialement de la méme maniere dans (3.38) et dans (F.3). Cependant, on a
montré que la discrétisation temporelle conduit & une formulation non-symétrique (3.14).

Au final, ce tenseur n’est donc pas discrétisé de maniere strictement symétrique.

c. pression hydrostatique

Le terme de pression hydrostatique est donné par:

1 0o (I)i,j - (I)i,j—l

gh*—dQ = gh¥|gei;
Oy |g ! dygi,j

Qyij Jo

Y i,J

avec
__ pn+l o
(I)i,j - hi,j + wa

ott A I! est donné par la discrétisation (3.34). La contribution de la forme du fond Z;
n’intervient qu’au second membre du schéma. La discrétisation du terme de pression

hydrostatique se met sous la forme:

13
Z M?/CPQP + Z Mylel - Dcy

pe{1,4,5} =10

d. frottement sur le fond

Le terme lié a la force de friction sur le fond est donné par:

1 * *
Q. / Kfq)y dfd = Kf|gci,jq)yi7j (F5)
yij JQ

Yi,J
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avec

— Ontl S
(I)yi,j — Wyij + Qyw

La contribution du débit total QZ“ vient pondérer uniquement le noeud central du
schéma, tandis que la contribution du débit induit par la houle @y ne s’applique que

sur le second membre du schéma. La discrétisation du terme de frottement sur le fond se

met sous la forme:

Mydel - Ddy

e. diffusion turbulente

Le terme de diffusion turbulente est donné en suivant la discrétisation (F.2) avec:

Fx|cci,j - Fylcci,j cf. (341)

" Uy i+1 — Yyij
Fy|ggi7j = 2'[Kmh]i,j . ]dyc —

Comme le tenseur des contraintes turbulentes est symétrique, F|.;; est donné par le
terme Fy|..;; dans (3.41). De méme, les composantes de la vitesse U* sont définies par
(3.42) et (3.43). La contribution du débit induit par la houle é n’intervient qu’au second
membre du schéma, par contre, la contribution du débit total permet de coupler tous
les noeuds du schéma. La discrétisation du terme de diffusion turbulente se met sous la

forme:

5 13
Z MZJ@IJQP + Z MyelQl - Dey
p=1

1=10
Remarque: de par la discrétisation temporelle, le tenseur des contraintes turbulentes est
rendu linéaire en fonction des variables de résolution. A la différence des termes convectifs,

ce tenseur symétrique par définition est bien discrétisé de maniere strictement symétrique.

f. tensions de radiation

Le terme de tensions de radiation est donné en suivant la discrétisation (F.2) avec:

F.Z‘lCC’L’,j - Fy|cci7j Cf (344)

1

Fy|99i7j = ;Syylgghj
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Comme le tenseur des tensions de radiation est symétrique, F,|..;; est donné par le terme

F,|cci; dans (3.44). La discrétisation du terme de diffusion turbulente se met sous la forme:

_ny

F.2 Conditions limites

Sur le maillage cartésien, on repere les contours du domaine par les points cardinaux,
en fonction de la direction de la normale 7 a la frontiere. 1 est dirigée vers l'intérieur
du domaine de calcul et on appelle ¢ le vecteur tangent & la frontiere. On définit donc
les frontieres, leur normale et les indices du maillage scalaire correspondants de la fagon

suilvante:

OUEST: iip =(1,0) eti,=1
EST: iip=(—1,0) eti,=LM
NORD: iy = (0,—1) et j,=1
SUD: #ig=(0,1) et j,=MM

a. condition de Neumann

La condition de Neumann homogene consiste a interpoler la solution au bord du do-

maine de maniere constante. Le gradient de la solution normale a la frontiere est nul:

06

%—O

Dans le cas ou & = (.77, la condition de flux nul est réalisée a l'ordre 2, sur le noeud

scalaire limite (4, j5). La condition discrétisée se note:

OUEST )
EST =+ @, 5, = @i 415, =0
NORD : @, — ®; 1 =0

SUD d

isje — Pit15. =0

is,Js q)imjs"'l =0
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Le schéma de cette condition limite peut se représenter sur 3 noeuds du schéma général

du modele de courant avec des pondérations spécifiques en fonction du type de frontiere:

OUEST: Q1 =Qux;,;, Q1 —Q2=0
EST: Q1 =0Qxi11, Q1 —Q3=0
NORD: @1 =Qyi, j+1, @1 —@5=0
SUD: @1 =QUui ., @Q1—C@s=0

Dans le cas ou & = Qﬂ la condition de flux nul est réalisée a 1’ordre 1 sur la frontiere.
On rappelle que le noeud vectoriel est décalé par rapport au noeud scalaire; ¢’est pourquoi
la condition de Neumann n’est pas réellement réalisée sur le noeud scalaire limite (i, js),

mais quand méme sur la frontiere. La condition discrétisée se note:

OUEST )
EST : @, — ®i—1, =0
NORD : & —®; ;1 =0

SUD d

isje — Picr15. =0

isgs — Pigjor1 =0

Le schéma de cette condition limite peut se représenter sur 3 noeuds du schéma général

du modele de courant avec des pondérations spécifiques en fonction du type de frontiere:

OUEST: Q1 =Qyij, @Q1—Q2=0
EST: Q1= Qit15, @1 —@3=0
NORD: Qi =0Qw;,;, @1—Q5=0
SUD:  @Q1=Qui, , @1—Qi=0

b. condition de Dirichlet

La condition limite de type Dirichlet consiste a imposer une valeur sur l'inconnue

concernée:

o — q)impose =0
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Dans le cas ou & = ().717, la condition de flux nul est réalisée a l'ordre 2, sur le noeud

scalaire limite (s, j5). La condition discrétisée se note:

OUEST : @i, — By i1 = 2. Pompose
EST @i, 5. — Pis+15, = 2. Pimpose
NORD D, 5o — Pi, jor1 = 2.Pimpose
SUD D;, 5o — Pi,jor1 = 2. Pimpose

Le schéma de cette condition limite peut se représenter sur 3 noeuds du schéma général

du modele de courant avec des pondérations spécifiques en fonction du type de frontiere:

OUEST: Q1 =Qu,;, Q1+ Q2=2Qimpose
EST: Q1= Qwi11, Q1+ Cs=2Qimpose
NORD: Q1= Qui,j.+1, Q1+ Q5 =2.Qimpose
SUD: Q1= Qi j., Q1+ Qs=2Qimpose

Dans le cas ou & = @ﬂ la condition de flux nul est parfaitement réalisée sur la

frontiere. La condition discrétisée se note:
OUEST ou EST ou NORD ou SUD : ®; ;. = Pinpose

Le schéma de cette condition limite peut se représenter sur le noeud central du schéma

général du modele de courant:

OUEST ou EST Ql = Qyi87j57 Ql = Qimpose
NORD ou SUD Ql — Qxim‘js, Ql — Qimpose

Remarque: Les conditions de Neumann et Dirichlet mobilisent les mémes noeuds, le
schéma général des conditions limites peut s’exprimer sur les 5 noeuds principaux du
schéma du modele de courant. De plus, il est possible de pondérer les deux relations pour

réaliser 'une ou 'autre en fonction de la pondération P:

0P

a (I)_(I)imose =0

avec

P =0 : Condition de Neumann homogene

P — oo : Condition de Dirichlet
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Pour ® = @), on applique le schéma suivant sur le noeud central Q1 = Qx; 1 .

(1 - 73)Ql - (CzQz + 03Q3) + (73 - 1)(C4Q4 + Cst) = Q'PQimpose

avec
Frontiere (k,co, 3,4, C5)

OUEST : (0,1,0,0,0)

EST : (1,0,1,0,0)

NORD : (0,0,0,0,1)

SUD : (0,0,0,1,0)

Pour ® = @),, on applique le schéma suivant sur le noeud central 1 = QU;, j.+k:

(1 =P)Q1 + (P — 1)(c2Q2 + c3Q3) — (c4Qs + ¢5Q5) = 2. PQimpose

avec
Frontiere (k,co, 3,4, Cs5)

OUEST : (0,1,0,0,0)

EST : (0,0,1,0,0)

NORD : (1,0,0,0,1)

SUD : (0,0,0,1,0)

c. condition périodique

Pour réaliser un domaine numérique “bouclé sur lui-méme”dans une direction donnée,
on écrit ’égalité entre les variables aux deux extrémités. La condition générale pour que

la solution soit périodique de longueur d’onde L est donnée par:
[Pz = [Pz 7

Pour simplifier, on a choisi de rendre le domaine périodique suivant la direction 7o = (1,0).
Avec la méthode de résolution implicite, les conditions limites périodiques sont mises en
place sur les frontieres OUEST et EST:

OUEST : [®];,;, = [Pli,sk,.,,
EST : [q)]is,js:[q)]is_kP:jS
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Par définition, on a iy = 1 sur la frontiere OUEST et iy = LM sur la frontiere EST. Ici,

on en déduit:
k,=LM —1

Par rapport au schéma général du modele de courant sur 9 noeuds (5 noeuds principaux

+ 4 noeuds de couplage), il est nécessaire de rajouter 2 noeuds principaux repérés par:

Q4 = Qm‘+kp,j ou Qs = Qyi—i—kp,j

Q15 = Qm—kp,j ou Q15 = Qyi—kp,j

Pour & = Q.ﬁ, le schéma de cette condition limite peut se représenter sous la forme:

OUEST: Q1 =Qu,j, @Q1—Qu=0
EST: Q1= Qxiq15, @1 —Qis=0

Pour & = Q_'f, le schéma de cette condition limite peut se représenter sous la forme:

OUEST: Q1= Qui,j., Q1 —Qius=0
EST: Q1= Qvyi; ., @1 —Qis=0
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Modélisation de la morphodynamique des corps sableux en milieu littoral

Résumé: Cette these présente la modélisation physique et la résolution numérique du
couplage entre I’hydrodynamique littorale en présence de vagues déferlantes et la dyna-
mique sédimentaire pour analyser la morphodynamique des bancs de sable sur une plage.
D’une part, le modele hydrodynamique 2D-Horizontale permet de décrire les courants
moyens induits par la houle et d’en déduire le transport sédimentaire associé. L’évolu-
tion du fond sableux est ensuite obtenue par le bilan des flux de sédiment. Dans certaines
conditions d’écoulement, une modélisation morphodynamique simplifiée permet de décrire
le comportement des ondes de sable. D’autre part, I’hydrodynamique est résolue de ma-
niere implicite pour obtenir une solution quasi-stationnaire des courants moyens tandis
que I'évolution du fond est calculée avec des méthodes explicites d’ordres supérieurs non-
oscillantes. Enfin, les simulations effectuées sur une plage d’Aquitaine mettent en avant

le potentiel de 'outil numérique réalisé.

Mots clefs : hydrodynamique 2D-horizontale, courant induit par la houle, transport sé-
dimentaire, morphodynamique, instabilité de plage, ondes de sable, plage d’Aquitaine,
volume finis, méthode implicite, résolution couplée, loi de conservation hyperbolique, mé-

thode explicite non oscillante.

Modeling of sand bank morphodynamics in coastal areas

Abstract: This thesis presents physical modeling and numerical resolution of the coas-
tal hydrodynamics and sediment dynamics coupling in order to investigate sand bancs
morphodynamics in the presence of breaking waves. The 2D-Horizontal hydrodynamics
model provides the waves-induced current. The sediment transport can be deduced, and
then, the sediment fluxes balance gives the sand bed evolution. Under few assumptions,
a simplified morphodynamics model can explain sand waves behavior. Hydrodynamics is
solved using an implicit method to obtain quasi-steady mean currents, and bed evolution
is computed using non-oscillating explicit schemes. Finally, the interest of this numerical

simulation tool is emphasized on the aquitan’s beach application.

Keywords: 2D-Horizontal hydrodynamics, waves-induced current, sediment transport,
morphodynamics, beach instabilies, sand waves, Aquitan’s beach, finite volume method,
implicit scheme, coupled solving, hyperbolic conservation law, non-oscillating explicit

schemes.
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